
 TORNEO DE LAS

CUENCAS

Problema 1  �Dados los puntos u y v en la siguiente figura, calcular geométricamente la suma u + v. Evaluar 
esta misma suma usando las formas binómicas de u y v obtenidas de la información que 
brinda la cuadrícula en la figura siguiente.

v u

0 1

Solución 

Construimos el paralelogramo indicado a continuación en la figura
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El nuevo punto, vértice del paralelogramo, es el número complejo u + v.

Por otro lado, dadas las posiciones de 0 y 1 en la figura, de la cuadrícula surge que:

u = 3 + 2i, v = –1 + 2i

u + v = 3 + 2i + (–1 + 2i) = 2 + 4i

Problema 2  �Usando la figura del Problema 1, hallar geométricamente el producto u ⋅ v y comprobar 
que coincida con el resultado que se obtiene si se usa la forma binómica.

Solución 

Para multiplicar geométricamente, encontraremos el argumento y el módulo del producto en for-
ma geométrica. El argumento del producto es la suma de los argumentos de los factores: si el 
argumento de u es α y el de v es β, entonces el argumento de u ⋅ v es a + b; en este caso, según la 
figura, α es el ángulo 10u y β es el ángulo 10v. Trazamos la bisectriz del ángulo u0v y consideramos 
w el punto simétrico de 1 respecto de dicha bisectriz. El argumento de w, o sea, el ángulo 10w, es 
a + b, que también es el argumento de u ⋅ v.

v

w
α

β

α + β

u

10
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El número u ⋅ v estará ubicado en la semirrecta 0w. Para determinarlo será necesario conocer su 
módulo.

Trazamos la circunferencia con centro en 0 que pasa por v y corta a la semirrecta u0 en el punto 
s; luego trazamos la circunferencia que pasa por los puntos s, 1 y u y que corta a la recta 01 en el 
punto t, como se ilustra a continuación. 

s

v

t

u

10

Teniendo en cuenta la potencia de 0 respecto de esta última circunferencia, se verifica la identidad:

⏐1⏐ ⋅ ⏐t⏐ = ⏐s⏐ ⋅ ⏐u⏐.

Dado que ⏐s⏐ = ⏐v⏐, resulta que ⏐u ⋅ v⏐ = ⏐t⏐ = ⏐u⏐ ⋅ ⏐v⏐.

uv

wt

u ⋅ v 4i

–7 10

De la figura surge que u ⋅ v = –7 + 4i. Si operamos con las formas binómicas, obtenemos:

(3 + 2i) ⋅ (–1 + 2i) = 3 ⋅ (–1) + 3 ⋅ 2i + 2i ⋅ (–1) + 2i ⋅ 2i = –7 + 4i

Problema 3  �En la figura representada en la cuadrícula, el número complejo a está en la bisectriz del 
ángulo 10b y los números b y c tienen igual módulo. Con los datos de la figura, hallar 
la forma binómica de los números complejos b y c.
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Solución 

Según la cuadrícula, el punto sin nombre marcado en la figura es –a, por lo tanto, la potencia de 
0 respecto de la circunferencia es ⏐a⏐2 y debe coincidir con el valor obtenido si se evalúa sobre la 
cuerda 1c, es decir, c = –⏐a⏐2 + 0 ⋅ i. El argumento de b es el doble del argumento de a, por estar a 
en la bisectriz de 10b, el módulo de b es igual al módulo de c, igual a ⏐a⏐2. Resulta entonces que b 

es a2 y de la cuadrícula surge que 
  
a =

2
3
+ i  de modo que:

  
b =

2
3
+ i

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

= –
5
9
+

4
3

i

  
c = −

13
9

Problema 4  �Sea a un número complejo no real. Mostrar que el hexágono cuyos vértices están da-
dos por:

1, a, a2, –⏐a⏐2, –a, –
  

a2

a 2

puede inscribirse en una circunferencia.

Solución 

Como a no es real, los puntos 1, a, –a no están alineados. Podemos considerar la circunferencia 
que pasa por estos puntos, en la que destacamos las cuerdas que pasan por 01 y 0a. 



N
ot

a
s
 
d
e 
G
eo
m

et
r
ía
 8

5

 

a

0 1
–|a|2

–a

Teniendo en cuenta que la potencia de 0 respecto de la circunferencia es ⏐a⏐2, en el extremo iz-
quierdo de la cuerda que parte de 1 tenemos el número –⏐a⏐2. La mediatriz m de la cuerda –aa pasa 
por el centro de la circunferencia, de modo que los puntos simétricos b y c de 1 y –⏐a⏐2, respectiva-
mente, están en la circunferencia. La mediatriz m es la bisectriz del ángulo b01; en consecuencia, 
la cuerda –aa está sobre la bisectriz del ángulo 10c, vale decir que c tiene el doble del argumento 
de a y su módulo es ⏐a⏐2, debe ser c = a2. Finalmente, b es de módulo 1, por ser el simétrico de 1 

respecto de m y el argumento de 
 

b
c

 es 180º y su módulo es 
  

1
a 2 , o sea que

  
b = –

a2

a 2

ac

m

b

0 1
–|a|2

–a
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Problema 5  �Dados los números complejos 0, 1 y w, calcular geométricamente w–1.

w

0 1

Solución 

Marcamos –1 como el punto simétrico de 1 respecto de 0. Trazamos la circunferencia que pasa 
por –1, 1 y w. La semirrecta w0 corta a la circunferencia en el punto u de la figura.

w

i

u v

0

–1 1

Marcamos el punto v simétrico de u respecto de la recta 0i. Consideremos la potencia de 0 respec-
to de la circunferencia, ésta puede ser calculada de dos formas, dando lugar a la identidad:

⏐1⏐ ⋅ ⏐–1⏐ = ⏐w⏐ ⋅ ⏐u⏐

es decir:

⏐w⏐ ⋅ ⏐u⏐ = 1 y ⏐u⏐ = ⏐v⏐

El número v ⋅ w tiene módulo 1, dado que:

⏐w ⋅ v⏐ = ⏐w⏐ ⋅ ⏐v⏐ = ⏐w⏐ ⋅ ⏐u⏐ = 1

Los ángulos marcados en la figura con la letra α son de igual medida, dos por ser opuestos por el 
vértice y otros dos por ser simétricos respecto de la recta 0i.
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w

i

u v

0 α
αα

–1 1

Resulta que la suma de los argumentos de w y v es de 360°, de modo que w ⋅ v es un número real 
positivo de módulo 1; entonces, debe ser w ⋅ v = 1, o sea, v = w–1.

Problema 6  �Hallar, geométricamente, las raíces cuadradas del número complejo u según los datos 
presentados en la figura.

u

0 1

Solución 

Tomamos los números complejos que estén sobre la bisectriz del ángulo 10u y que tengan por 
módulo a la raíz cuadrada del módulo de u.

Construimos primero la circunferencia de radio  
u  siguiendo los pasos que detallamos a 

continuación:

	 Trazamos la circunferencia con centro en 0 que pasa por u.

	Trazamos la recta 01 y marcamos v en su intersección con la circunferencia anterior.

	Tomamos m el punto medio entre 1 y v.

	Trazamos la circunferencia C con centro en m que pasa por v.
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	Trazamos la recta perpendicular a 01 que pasa por 0 y marcamos w en su intersección con 
la circunferencia C.

mv

C

w

u

0 1

Si se tiene en cuenta la potencia de 0 respecto de la circunferencia C, resulta que   
w = u .

w
u

α
α

r

–r

0 1

El número r, indicado en la figura precedente, tiene por argumento a la mitad del argumento de u

y por módulo a la raíz cuadrada del módulo de u, de modo que:

r2 = u.

Teniendo en cuenta que (–r)2 = r2, los números r y –r son las raíces cuadradas de u.

Problema 7  �Describir qué transformaciones del plano representan las siguientes funciones:

1.	 Transforma w en –w.

2.	 Transforma w en w.
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3.	 Transforma w en –w .

4.	 Transforma w en i ⋅ w.

5.	 Transforma w en –i ⋅ w.

6.	 Transforma w en m ⋅ w, donde 
  
μ =±

1+ 3i
2

,±
1− 3i

2
.

Solución 

Teniendo en cuenta que la simetría central con centro en un punto c tiene la expresión 2c – w, la 
primera función es la simetría central con centro en el origen 0.

Si w no es real ni imaginario, los números w, w, –w, –w  son los vértices de un rectángulo cuyos lados 
tienen por mediatrices al eje real y al eje imaginario, como puede verse en la figura.

w

0

–w

–w

w

Esto sugiere que la segunda función representa la simetría respecto del eje real y la tercera función 
representa la simetría respecto del eje imaginario.

La cuarta función es la multiplicación por i. Como es un complejo unitario cuyo argumento es 90º, 
esta función representa la rotación de 90º en sentido antihorario alrededor del origen.

Claramente, la quinta función representa la rotación de 90º en sentido horario alrededor del 
origen.

Finalmente, en el punto 6 las funciones consisten en la multiplicación por complejos unitarios 
cuyos argumentos son 60º, 240º, 120º, 300º, es decir que representan las rotaciones correspon-
dientes en sentido antihorario alrededor del origen.

Problema 8  �Si w es un complejo no nulo, mostrar que el polígono cuyos vértices son:

  
w,−w,

1
w

, –
1
w

,1, –1

es inscriptible. Hallar una expresión para el área de este polígono.

Solución 

Es preciso considerar dos casos, según w sea imaginario o no lo sea.

Si w es imaginario, solo se obtienen 4 vértices, dado que 
  
−w = w, –

1
w
=

1
w

.  En este caso, la circun-

ferencia que pasa por 1, –1 y w corta a la recta que pasa por w y 0 en el punto u.
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u

b

a

w

10–1

Denotando con a y b los módulos de w y u, respectivamente, se tiene que a ⋅ b = 1 dado que a ⋅ b 
es la potencia de 0 respecto de la circunferencia. Esto indica que u ⋅ w es de módulo 1 y como los 
argumentos de u y w suman 360º, resulta u ⋅ w = 1, es decir, u = w–1. Los 4 vértices son los vértices 
de un romboide cuyas diagonales miden 2 y a + b = ⏐w⏐ + ⏐w–1⏐.

w

a

b

1–1 0

u

Escribiendo el área del romboide como el semiproducto de las longitudes de sus diagonales, en 
este caso la expresión quedará:

  
w + w −1 = w +

1
w

.

Consideremos que w no es imaginario. Toda circunferencia que pase por 1 y –1 será simétrica 
respecto del eje imaginario, pues éste coincide con la mediatriz del segmento de extremos 1 y –1. 
En este caso, la circunferencia que pasa por 1, –1 y w también pasará por –w, por ser este último 
el simétrico de w respecto del eje imaginario. Usando un argumento similar al del caso anterior, 

podemos ver que la recta que pasa por w y 0 corta a la circunferencia en 
  
−

1
w

 y la recta que pasa 
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por –w y 0, corta a la circunferencia en 
  

1
w

. Los 6 puntos son los vértices de un hexágono como el 
que ilustra la figura.

w

w–1

1–1 0

–w   

w–1

Este hexágono puede descomponerse en dos trapecios isósceles con una base común. Las dimen-
siones de las bases y alturas de estos trapecios están indicadas en la figura:

w

w–1

1–1

2

–w   

   w–1

  
2Re w( )

  
2Re w −1( )

  
Im w( )

  
Im w −1( )

de modo que el área del hexágono estará dada por:

  

2+ 2Re w( )
2

⋅ Im w( ) +
2+ 2Re w −1( )

2
⋅ Im w −1( )

o bien:

  
1+ Re w( )( ) ⋅ Im w( ) + 1+ Re w −1( )( ) ⋅ Im w −1( ) .



N
ot

a
s
 
d
e 
G
eo
m

et
r
ía
 8

12

 

Problema 9 �Los números complejos a, b y c, d son los respectivos vértices de dos segmentos perpen-
diculares y de igual longitud l. Hallar el área del cuadrilátero que tiene por vértice los 
números a + c, b + c, b + d, a + d.

Solución 

Conocidos a, b, c y d, las posiciones de los números a + c, b + c, b + d, a + d dependen de la posición 

del origen 0. En cambio, los promedios 
  

a+ c
2

,
b+ c

2
,

b+ d
2

,
a+ d

2
 quedan bien determinados y son 

cuadriláteros homotéticos.

a b

d

c

  

a+ c
2   

b+ c
2

  

a+d
2   

b+d
2

El dibujo muestra que se trata de un cuadrado. Para justificar esta afirmación, partimos del hecho 
de que ab y cd son segmentos perpendiculares y de igual longitud, lo que significa:

c – d = ±i ⋅ (a – b).

De esto resulta que:

  

a+ d
2

−
a+ c

2
=

d − c
2

=±i
b− a

2
=±i

b+ c
2

−
a+ c

2
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ .

Esto muestra que los lados que concurren en 
  

a+ c
2

 son perpendiculares y de igual longitud. Por 

otra parte, las sumas de los pares de vértices opuestos coinciden en 
  

a+b+ c + d
2

, por este motivo 

el cuadrilátero es un paralelogramo y, entonces, debe ser un cuadrado cuyos lados tienen por lon-

gitud a 
  

l
2

, la mitad de la longitud de los segmentos ab y cd. Finalmente, el cuadrado del enunciado 

tiene área l², puesto que las medidas de sus lados son el doble que las del cuadrado de puntos 
medios.

Problema 10  �En la figura, el cuadrado no sombreado comparte un lado de 1 cm con el triángulo 
equilátero. Hallar el área del cuadrado sombreado.
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1 cm

Solución 

Podemos ubicar la figura de modo que los vértices del triángulo coincidan con los números com-

plejos 0, 1 y 
  
μ =

1+ 3i
2

, como se indica a continuación.

1 cm 10

iμ

μ

Entonces, dos vértices en un lado del cuadrado sombreado son iμ y 1; en consecuencia, el área de 
este cuadrado está dada por:

  
iμ−1

2
= iμ 2 −2Re iμ( )+1=2+ 3,

es decir, 
 
2+ 3( )  cm2
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Problema 11  �Dado el número complejo a no nulo, construir un cuadrado con vértices a, b, c, d cuya 
área sea igual a 2⏐a⏐2.

Solución 

Si rotamos a 90º en sentido antihorario alrededor del origen 0, obtenemos i ⋅ a; haciendo lo mismo 
con i ⋅ a, obtenemos i2 ⋅ a = –a y si hacemos lo mismo con –a obtenemos i3 ⋅ a = –ia.

ia

a

–a

0

90º

–ia

a

Estos cuatro números son los vértices de un cuadrado cuya diagonal mide 2 ⋅ ⏐a⏐, en consecuencia 
su área es 2⏐a⏐2.

Problema 12  �Si los números complejos a y b, con b ≠ ±a, tienen el mismo módulo, mostrar que a + b  
y a – b son perpendiculares. Recíprocamente, si a + b y a – b son perpendiculares, mos-
trar que a y b tienen el mismo módulo. 

Solución 

Si a y b son números complejos con el mismo módulo, los números 0, a, a + b y b son los vértices 
de un rombo; por lo tanto, sus diagonales son perpendiculares. Por otro lado, 0, a, b y b – a son 
los vértices de un paralelogramo, de donde resulta que a + b y b – a son vectores perpendiculares.

b – a

b

a + b

a

90º
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Recíprocamente, si a + b y a – b son perpendiculares, entonces, por cuestiones de arco capaz, el 
origen 0 debe estar en la circunferencia que tiene por uno de sus diámetros el segmento de vértices 
a + b y a – b, y, consecuentemente, el centro en a, punto medio de dicho segmento.

a

0a – b

a + b

90º

a

b

Se concluye que a y b tienen el mismo módulo.

Problema 13  �Supongamos que el triángulo abc tiene el circuncentro en el origen de los números 
complejos. Mostrar que el ortocentro de abc es el punto a + b + c.

Solución 

La recta que une a con a + b + c es paralela a a + b + c – a = b + c y la recta que une b con c es paralela 
a c – b. Como b y c tienen el mismo módulo, b + c y b – c son perpendiculares (ver Problema 12). 
En consecuencia, la prolongación de la altura que parte desde a pasa por a + b + c. Este mismo 
razonamiento se aplica a las otras alturas, por tanto, a + b + c es el ortocentro del triángulo abc.

Problema 14  �Usando solo un lápiz, ¿se puede marcar el ortocentro del triángulo dado en la cuadrí-
cula de la siguiente figura? ¿Alcanza el trozo de cuadrícula presentado para marcar 
el ortocentro?
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Solución 

Ubicamos el punto O de la cuadrícula, que es el centro de la circunferencia circunscripta al 
triángulo.

35

5

4

3
5 4

O

Si hacemos coincidir O con el origen de los números complejos, los vértices del triángulo que-
dan representados por números complejos a, b, c, de modo que el ortocentro puede calcularse 
como la suma a + b + c. Según la f igura, para llegar al ortocentro partiendo desde el origen es 
necesario subir 7 cuadritos y moverse 6 cuadritos hacia la izquierda. La respuesta al problema 
es, entonces, que se podría marcar el ortocentro del triángulo, pero el trozo de cuadrícula no 
alcanza.

Problema 15  �Representar, usando regla y compás, los polígonos cuyos vértices son las soluciones

de la ecuación xn = 1, para n = 3, 4, 5, 6.

Nota: Las soluciones de la ecuación xn = a, donde n es un número natural y a un número complejo, se llaman raíces 
n-ésimas de a; en el caso en que a es igual a 1, se llaman raíces de la unidad.

Solución 

Si n = 3, se trata de calcular las raíces cúbicas de 1, cuyo argumento es cero. Las raíces cúbicas de 
1 deben tener un argumento α tal que 3 ⋅ a sea 0°, 360°, 720°, es decir, α es 0°, 120° o 240°. Ade-
más, las raíces cúbicas deben tener un módulo que, elevado al cubo, resulte igual a 1, dado que:

⏐x⏐3 = ⏐x3⏐ = 1

Con la información precedente podemos representar las raíces cúbicas a partir de sus respectivas 
formas polares.

Construyendo dos triángulos equiláteros con el segmento –10 como lado común, observamos que 
los vértices indicados con w y v son dos de las raíces cúbicas de 1.
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120º
120º

0
–1 1

v

w

Notar que se cumplen las identidades:

v = w2, w = v2, v = w.

El polígono que tiene por vértices a las raíces cúbicas de 1 es el triángulo equilátero que muestra 
la figura:

1

w

v

0

En forma similar, se pueden tratar los casos n = 4 y n = 6 para obtener el cuadrado y el hexágono 
regular dados en la figura siguiente:

1–1

i

–i

0
1

0

El caso n = 5 es un tanto más elaborado. En este caso, los argumentos de las raíces quintas son 0°, 
72°, 144°, 216° y 288°. Dado que éstas son números complejos de módulo 1, será suficiente cons-
truir con regla y compás un ángulo de 72° que tenga a la semirrecta 01 como uno de sus lados.



N
ot

a
s
 
d
e 
G
eo
m

et
r
ía
 8

18

 

Si denotamos con u a la raíz cuyo argumento es 72°, las raíces restantes son u2, u3, u4, u5.

u2

  u
3 = u2

  u
4 = u

  u
5 = 1

b

u

a

0

72º

72º36º
36º

De los datos expresados en la figura precedente, surgen las identidades:

u3 = u2, u4 = u

Para construir las raíces, bastará con construir su parte real de u, dada por 
  
a =

u+u
2

=
u+u4

2
.

Dado que u ≠ 1, de la identidad:

u ⋅ (1 + u + u2 + u3 + u4) = u + u2 + u3 + u4 + 1

surge que:
1 + u + u2 + u3 + u4 = 0

Denotando con 
22

3222 uuuub +
=

+
= , podemos establecer una ecuación cuadrática que tenga a 

a y b por raíces. Esta ecuación está dada por:

  x − a( ) ⋅ x −b( ) = x2 − a+b( ) x + ab .

Calculamos:

  
a+b =

u+u4

2
+

u2 +u3

2
= −

1
2

  
a ⋅b =

u+u4

2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟⋅

u2 +u3

2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

u3 +u4 +u6 +u7

4
=

u3 +u4 +u+u2

4
= –

1
4

Entonces, a y b son las raíces de la ecuación:

  
x2 +

1
2

x −
1
4
=0,

es decir, 
  
a =

5 −1
4

, b = −
5 +1
4

.
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Con el valor de a podemos calcular la distancia entre u y 1 usando el teorema de Pitágoras.

  u
5 = 1

b

u

a0

72º

1 – a

1

1− a2
  2−2a

En el triángulo rectángulo 01u encontramos que   u− a = 1− a2  y en el triángulo rectángulo a1u 

vemos que 
  
u−1 = 2−2a =

5− 5
2

.  Es conveniente observar que:

 

5− 5
2

=1+
3− 5

2
=1+

5 −1
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

Con esto vemos que la distancia desde u hasta 1, o sea ⏐u –1⏐, puede obtenerse como la longitud 

de la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos midan 1 y 
 

5 −1
2

.  

La siguiente figura ilustra los pasos a seguir para construir la raíz u. 

10

ui

v

  

i
2
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	Trazamos la circunferencia con centro en 0 y radio 1.

	Trazamos el eje imaginario y marcamos i en su intersección con la circunferencia.

	Tomamos el punto medio 
  

i
2

 entre i y 0.

	Con centro en 
  

i
2

 trazamos la circunferencia que pasa por 1 y corta al eje imaginario en v.

	Con centro en 1 trazamos la circunferencia que pasa por v y esta corta la circunferencia con 
centro en 0 en la u.

Los datos numéricos, en la figura a continuación, justifican la construcción de u.

1
1

0

i
u

v

  

i
2

1
2

5
2

 

5 –1
2

Problema 16  �Hallar las formas binómicas de las soluciones de la ecuación xn = 1, para n = 2, 3, 4, 
5, 6. 

Solución 

Para n = 2, las raíces son 1 y –1. Los casos restantes se pueden obtener a partir de las construccio-
nes del Problema 6.

Para n = 3, usamos la figura:
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w

v

3
2

0
–1 1

120º

120º 
−

1
2

Las raíces son 1, 
  

−1+ 3i
2

,
−1− 3i

2
.

Para n = 4 y n = 6 de las figuras a continuación,

1–1

i

–i

0
1–1

−1+ 3i
2

1+ 3i
2

−1− 3i
2   

1− 3i
2

0

se tiene que las raíces cuartas son 1, i, –1, –i, y las raíces sextas son:

  
1,

1+ 3i
2

,
−1+ 3i

2
, –1,

−1− 3i
2

,
1− 3i

2

Finalmente, para n = 5, usamos los datos de la figura:
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0 ab

1− a
2

  1− a2

a =
5 −1
4

  
b =

− 5 −1
4

Las raíces quintas son:

  
1,

5 −1+ 10+2 5 i
4

,
− 5 −1+ 10−2 5 i

4
,
− 5 −1− 10−2 5 i

4
,

5 −1− 10+2 5 i
4

.

Problema 17  �Construir con regla y compás las raíces de las ecuaciones x5 = –1 y x6 = –1.

Solución 

Dado que ⏐xn⏐ = ⏐x⏐
n
 para cualquier número natural n, las raíces de estas ecuaciones son comple-

jos de módulo 1 por ser:

⏐x⏐
5
 = ⏐x5⏐ = ⏐–1⏐ = 1

⏐x⏐
6
 = ⏐x6⏐ = ⏐–1⏐ = 1

Construimos una raíz de –1, ya sea raíz quinta o raíz sexta, dividiendo su argumento de 180° en 5 partes 
iguales o 6 partes iguales según corresponda y buscamos complejos de módulo 1 con esos argumentos.

En el Problema 6 vimos cómo construir geométricamente algunas raíces de la unidad; en particu-
lar, las raíces quintas y las raíces sextas de la unidad son, respectivamente, los vértices del pentá-
gono regular y el hexágono regular que muestra la figura:

1

β

δ

–1
0

1

α

γ

–1
0

72º 60º
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Si α y β son, respectivamente, las raíces quinta y sexta de la unidad cuyos correspondientes ar-
gumentos son 72° y 60°, trazamos las bisectrices de los ángulos 10α y 10β, las que cortan a la 
circunferencia de radio 1 y centro 0 en los puntos γ y δ, respectivamente.

Teniendo en cuenta que los argumentos de γ y δ son 36° y 30°, resulta:

g5 = –1, d5 = –1.

Es oportuno observar que las potencias γ son los vértices de un decágono regular, en tanto que las 
potencias de δ son los vértices de un dodecágono regular.

γ

0
–1 1

δ

0
–1 1

En realidad, los vértices de estos polígonos son, respectivamente, las raíces décimas de la unidad 
y las raíces duodécimas de la unidad. Es claro que las raíces n-ésimas de –1 sean raíces 2n-ésimas 
de 1, dado que si xn = –1 entonces x2n = 1.

Tanto las raíces décimas como las duodécimas pueden ser separadas en dos grupos,

γ

1–1
0

δ

1–1
0

Las raíces décimas incluyen a las raíces quintas de la unidad, estas son los vértices del pentágono 
destacado en color rojo. Las raíces restantes son los vértices de otro pentágono destacado en co-
lor azul y son precisamente las raíces quintas de –1.

Se observa que los vértices en el pentágono azul se pueden obtener multiplicando por γ cada vér-
tice del pentágono rojo. El mismo análisis es válido para las raíces duodécimas.

Podríamos decir que la clasificación realizada en cada caso se asocia con la factorización:

x10 – 1 = (x5 + 1) ⋅ (x5 – 1)

x12 – 1 = (x6 + 1) ⋅ (x6 – 1)

También podemos considerar otras agrupaciones en el caso de las raíces sextas de –1. Si μ es una 
raíz sexta de –1, entonces μ³ es una raíz cuadrada de –1, es decir, μ³ es i o –i.



N
ot

a
s
 
d
e 
G
eo
m

et
r
ía
 8

24

 

En la figura se agrupan las raíces según, elevadas al cubo, den como resultado i o –i.

0

Las raíces que, elevadas al cubo, dan i, son los vértices del triángulo coloreado en azul; las que 
dan –i son los vértices del triángulo coloreado en rojo. Esta descomposición en raíces cúbicas de i 
y raíces cúbicas de –i se asocia con la factorización:

x6 + 1 =(x3 + i) ⋅ (x3 – i)

También podemos considerar μ², que es raíz cúbica de –1. Las raíces cúbicas de –1 son las raíces 
sextas de la unidad, que no son raíces cúbicas de la unidad.

0
1

w

w

–1

Podemos descomponer ahora las raíces sextas de –1 en tres grupos, según μ² sea –1, w, w.
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Las raíces en la diagonal roja al cuadrado dan –1, las de la diagonal azul al cuadrado dan w y las 
de la diagonal verde dan w.

Esta descomposición en raíces cuadradas de –1, w, w se asocia con la factorización:

x6 + 1 = (x2 + 1) ⋅ (x2 – w) ⋅ (x2 – w) 

que puede escribirse como:

x6 + 1 = (x2 + 1) ⋅ (x4 – x2 + 1)

dando una factorización en polinomios con coeficientes enteros.

Problema 18  �Si los números complejos a, b, c son los vértices de un triángulo equilátero, mostrar 
que estos pueden ser obtenidos mediante una traslación del conjunto de raíces cúbi-
cas de un cierto número complejo.

Solución 

Sea g el baricentro del triángulo. El triángulo de vértices a – g, b – g, c – g tiene a 0 como baricentro, 
puesto que:

  

a− g +b− g + c − g
3

=0

0

c – g

a – g

b – g

120º
120º

Sea 
  
μ =

−1+ 3i
2

 la raíz cúbica de la unidad cuyo argumento es 120°. Se tiene:

m ⋅ (a – g) = b – g,  m ⋅ (b – g) = c – g,

de modo que:

(a – g)3 = (b – g)3 = (c – g)3

Denotando con d = (a – g)3, resulta que a – g, b – g, c – g son las raíces cúbicas de d. La traslación que 
transforma las raíces en los vértices del triángulo está dada por t(x) = x + g.

Nota: Un resultado más general puede ser establecido y su enunciado sería:

Los vértices de un polígono regular de n lados pueden obtenerse como traslación de las raíces n-ésimas de un cierto 
número complejo.

Las raíces n-ésimas de un número complejo son los vértices de un polígono regular de n lados.
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Problema 19  �Construir geométricamente las raíces de la ecuación:

x3 + 6x2 + 12 x + 9 = 0

Solución 

La ecuación puede escribirse como:

x3 + 3 ⋅ 2 ⋅ x2 + 3 ⋅ 22 ⋅ x + 23 + 1 = 0,

o bien:

(x + 2)3 = –1.

Las raíces de esta ecuación son las raíces cúbicas de –1 desplazadas en dos unidades hacia la 
izquierda. 

ww – 2

–3
–1 0

ww – 2

Problema 20  �Mostrar que si los números complejos a, b, c, d son los sucesivos vértices de un para-
lelogramo, entonces a + c = b + d.

Recíprocamente, si los números complejos a, b, c, d verifican la identidad a + c = b + d, entonces a, 
b, c, d son los sucesivos vértices de un paralelogramo.

Solución

En la primera situación, los puntos medios de las diagonales están dados por 
  

a+ c
2

 y 
  

b+ d
2

.

Como se trata de un paralelogramo, las diagonales se cortan en sus puntos medios, es decir 

  

a+ c
2

=
b+ d

2
,  de modo que a + c = b + d.

En la situación de la recíproca, se cumple la identidad 
  

a+ c
2

=
b+ d

2
,  de modo que las diagonales 

del cuadrilátero a, b, c, d se cortan en sus puntos medios.

La siguiente figura se utiliza para mostrar, en ambas direcciones, que una afirmación es conse-
cuencia de la otra. Aquí o es el punto de intersección de las diagonales.



N
ot

a
s
 
d
e 
G
eo
m

et
r
ía
 8

27

 

c

d

a

o

b

Si ab y cd son paralelos, los triángulos abo y cdo son semejantes. Si, además, ab y cd tienen igual 
longitud, entonces abo y cdo son congruentes; en tal caso, ab y cd se cortan en sus puntos medios.

Recíprocamente, si ac y bd se cortan en sus puntos medios, entonces los triángulos abo y cdo son 
congruentes, luego ab y cd son paralelos y de igual longitud.

Nota: Si a, b, c, d son los sucesivos vértices de un paralelogramo, entonces:

  
c = b+ d – a =2

b+ d
2

− a,

es decir, si a, b y d son conocidos, c puede ser obtenido como el simétrico de a respecto del punto 
medio de b y d.

Problema 21  �Los números complejos a, b, c son los vértices de un triángulo equilátero si, y solo si, 
verifican la identidad:

  

1
a−b

+
1

b− c
+

1
c − a

=0.

Solución 

Usaremos el hecho de que en un paralelogramo con vértices sucesivos α, β, γ, δ se cumple:

a + g = b + d

y también es válida la afirmación recíproca (ver el Problema 10).

Los números 0, a – b, a, b son los vértices de un paralelogramo, entonces los segmentos 0(a – b) y 
ba son paralelos y de igual longitud. Por las mismas razones, los segmentos 0(b – c) y 0(c – a) son 
respectivamente paralelos y de igual módulo que cb y ac.

La siguiente figura ilustra la situación.
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0
b – c a

bcc – a

a – b

120º
120º

Si 
  
μ =

−1+ 3i
2

 es la raíz cúbica de la unidad cuyo argumento es 120°, resulta que:

b – c = m ⋅ (a – b), c – a = m ⋅ (a – b)

de modo que:

  

1
a−b

+
1

b− c
+

1
c − a

=
1

a−b
⋅ 1+

1
μ
+

1
μ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟.

Como m ⋅ m = 1, se tiene que:

 
1+

1
μ
+

1
μ
=1+μ+μ =0 .

Concluimos que: 

  

1
a−b

+
1

b− c
+

1
c − a

=0.

Para probar la afirmación recíproca, denotemos p = a – b, q = b – c, r = c – a. Se cumple que:

  
p+ q+ r =0,

1
p
+

1
q
+

1
r
=0. .

Además:

  

1
p
+

1
q
+

1
r
=

qr + pr + pq
pqr

.

Entonces, qr + pr + pq = 0. Los números p, q, r son las raíces de la ecuación:

(x – p) ⋅ (x – q) ⋅ (x – r) = 0.

Teniendo en cuenta la identidad:

(x – p) ⋅ (x – q) ⋅ (x – r) = x3 – (p + q + r)x2 + (pq + qr + rp)x – pqr

y puesto que p + q + r = 0, pq + qr + rp = 0; p, q, r son las raíces de la ecuación:

x3 = pqr.

Ahora bien, como p es raíz de la ecuación, m ⋅ p, m ⋅ p también son raíces, y estas coinciden con q y 
r en algún orden. Encontramos que p, q, r son los vértices de un triángulo equilátero centrado en 0, 
y tenemos presente que p + q + r = 0. Como los lados del triángulo ab, bc, ca son paralelos a 0p, 0q, 
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0r, respectivamente, en conformidad con lo observado al comienzo de esta solución, resulta que 
los ángulos de abc miden 60º; con esto, abc es equilátero.

Problema 22  �Dados el triángulo abc y un punto o, se hace rotar abc 60º alrededor de o, en sentido 
horario o antihorario, y se obtiene el triángulo pqr, donde a se corresponde con p, b 
con q y c con r. Mostrar que:

1.	 Los puntos medios de ap, bq y cr son los vértices de un triángulo semejante a abc.

2.	 Los puntos medios de aq, br y cp son los vértices de un triángulo equilátero.

3.	 Los puntos medios de ar, bp y cq son los vértices de un triángulo equilátero.

o

a

b

cp

q

r

¿Qué relaciones hay entre las áreas de estos triángulos?

Solución 

Podemos elegir como origen el punto o y denotar con μ el complejo unitario de argumento 60º. Los 
puntos medios en el primer caso están dados por:

  

a+μ ⋅ a
2

=
1+μ

2
⋅ a,

b+μ ⋅b
2

=
1+μ

2
⋅b,

b+μ ⋅b
2

=
1+μ

2
⋅b.

Los vértices de este triángulo se obtienen multiplicando los vértices de abc por el número complejo 

 

1+μ
2

, cuyo argumento es de 30º y su módulo es 
 

3
2

,  en consecuencia, el área de este triángulo 

es 
 

3
4

 del área de abc.

Los puntos medios en el segundo caso están dados por:

  

a+μ ⋅b
2

,
b+μ ⋅ c

2
,

c +μ ⋅ a
2

.
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Este triángulo es homotético al triángulo de vértices:

a + m ⋅ b,   b + m ⋅ c,   c + m ⋅ a.

Para ver si un triángulo es equilátero, usamos el criterio con las raíces cúbicas de la unidad, repre-
sentadas por 1, m2, m4.

a + m ⋅ b + m4(b + m ⋅ c) + m2(c + m ⋅ a) = 

(1 + m3) ⋅ a + (m + m4) ⋅ b + (m2 + m5)  c = 0

La suma precedente da cero, debido a que en la expresión cada raíz sexta esta sumada con su opuesta.

μμ2

μ3

μ4 μ5

1
0

Como en el caso anterior, el tercer caso puede ser tratado en forma similar, considerando los 
puntos dados por:

a + m ⋅ c,   b + m ⋅ a,   c + m ⋅ b.

En cada caso, las áreas de los triángulos de puntos medios son un cuarto de las respectivas áreas 
de los triángulos de a + m ⋅ b, b + m ⋅ c, c + m ⋅ a y a + m ⋅ c, b + m ⋅ a , c + m ⋅ b, que por ser ambos equi-
láteros pueden calcularse como:

  

3
4

b− a+ c −b( )μ
2
,

3
4

b− a+ a− c( )μ
2
.

Por otra parte, el área de abc puede calcularse como:

  

1
4

b− a( ) ⋅ c − a( ) − b− a( ) ⋅ c − a( ) .

Denotando x = b – a, y = c – a las tres expresiones de las áreas consideradas pueden escribirse como:

  

3
4

x + y − x( )μ
2
,

3
4

x − yμ
2 ,

1
4

x y − x y .

Teniendo en cuenta que 1 – m = m5 y que m4 = –m, resulta:

⏐x + (y – x)m⏐ = ⏐m5x + my⏐ = ⏐m⏐ ⋅ ⏐m4x + y⏐ = ⏐–mx + y⏐.

Calculando los cuadrados de los módulos:

⏐–mx + y⏐2 = ⏐x⏐2 + ⏐y⏐2 – mxy – mxy

⏐x – my⏐2 = ⏐x⏐2 + ⏐y⏐2 – xmy – xmy.
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El módulo de la resta, miembro a miembro, de estas expresiones es:

  
μ−μ( ) x y − x y( ) = 3 ⋅ x y − x y .

Consecuentemente, el módulo de la diferencia entre las áreas de los triángulos de puntos medios es:

  

1
4
⋅

3
4

⋅ 3 ⋅ x y − x y =
3
4
⋅

1
4

x y − x y .

Se concluye que el módulo de la diferencia entre las áreas de los triángulos de puntos medios es 
tres cuartos del área de abc.

Nota: Otros dos triángulos equiláteros pueden generarse usando la rotación en sentido contrario, es decir, tomando 
μ como complejo unitario con 300º de argumento, pero no se obtendría nada nuevo. ¿Por qué?

Problema 23  �Un paralelogramo abcd se rota alrededor de un punto 90º, en sentido horario o anti-
horario, para obtener el paralelogramo pqrs, donde a, b, c, d se corresponden con p, 
q, r, s, respectivamente. Mostrar que los puntos medios de los segmentos aq, br, cs, dp 
y los puntos medios de los segmentos as, bp, cq, dr son vértices de cuadrados. Mostrar 
también que el módulo de la diferencia entre las áreas de estos cuadrados es igual al 
área del paralelogramo.

Solución 

Usaremos el hecho de que, en un paralelogramo, las sumas de los pares de vértices opuestos 
coinciden.

Podemos suponer que el centro de la rotación es el origen 0. En tal caso se tiene:

p = i ⋅ a, q = i ⋅ b, r = i ⋅ c, s = i ⋅ d.

En lugar de los promedios podemos considerar las sumas, teniendo en el primer caso:

a + b ⋅ i, b + c ⋅ i, c + d ⋅ i, d + a ⋅ i.

Si trasladamos este cuadrilátero restando a + bi, tendremos el cuadrilátero cuyos vértices son:

0, b – a + (c – b)i, c – a + (d – b)i, d – a + (a – b)i.

Como a + c = b + d, resulta:

b – a + (c – b)i = i(d – a + (a – b)i)

c – a + (d – b)i = b – a + (c – b)i + d – a + (a – b)i.

Las identidades precedentes muestran que los vértices son de la forma 0, v, v + iv, iv, que son los 
vértices de un cuadrado.

El caso de los otros promedios se trata en forma análoga. Las áreas de los cuadrados obtenidos 
están dadas por:

  

1
4

b− a+ c −b( ) i
2
,

1
4

b− a+ a− d( ) i
2
,

1
2

b− a( ) d − a( ) − b− a( ) d − a( ) .

Poniendo x = b – a, y = d – a, resulta c – b = d – a = y, y las áreas están dadas por:

  

1
4

x + yi
2 ,

1
4

x − yi
2 ,

1
2

x y − x y .

Desarrollando los cuadrados queda:
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1
4

x 2 + y
2
+ i x y − x y( )( )

  

1
4

x 2 + y
2
+ i x y − x y( )( ).

Resulta claro que el módulo de la diferencia entre estas dos áreas es igual al área del paralelogramo.

Problema 24  �Dado un paralelogramo, construir dos cuadrados cuyas áreas difieran en el área del 
paralelogramo usando regla y compás.

Solución 

Ver el Problema 23.

Problema 25  �Dados los números complejos a y b, hallar un complejo u tal que:

i) a, b, (1 – u) ⋅ a + u ⋅ b sean los vértices de un triángulo equilátero.

ii) a, b, (1 – u) ⋅ a + u ⋅ b sean los vértices de un triángulo rectángulo isósceles.

iii) a, b, (1 – u) ⋅ a + u ⋅ b sean los vértices de un triángulo semejante al triángulo de lados 3, 4, 5.

Solución 

Consideremos u un número complejo de módulo 1 y argumento θ. Dado un complejo v, el produc-
to u ⋅ v coincide con el vector obtenido al rotar v en sentido antihorario alrededor del origen, hasta 
barrer el ángulo θ.

v

u

u ⋅ v

θ

θ

10

Notemos c = (1 – u) ⋅ a + u ⋅ b, el triángulo de vértices a, b, c es isósceles puesto que:

  
1−u( ) ⋅ a+u ⋅b− a = u ⋅ b− a( ) = u ⋅ b− a = b− a .

Además, el ángulo bac es igual al ángulo (b – a)0(c – a), pero c – a = u ⋅ (b – a) y el ángulo es entonces 
igual a θ.
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0

u ⋅ (a – b)

a – b a

θ

c

b

θ

Para resolver el problema bastará tomar 
  
u =

1+ 3i
2

 en el primer caso y u = i en el segundo caso.

Para el tercer caso, dado que el triángulo necesariamente es rectángulo, podemos obtener c rotan-
do b 90º alrededor de a y contraer para que la relación ab:ac sea 4:3.

90º

c

a b

Aquí:

  
c =

3
4

i b− a( )+ a = 1−
3
4

i
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟⋅ a+

3
4

i ⋅b.

Es decir, 
  
u =

3
4

i .

Problema 26  �Sean abc y pqr triángulos directamente semejantes. Mostrar que los baricentros de los 
triángulos aqr, bpr y cpq son los vértices de un triángulo semejante a abc.
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p

q

r

ca

b

Solución 

Existe un número complejo u tal que c = u ⋅ a + (1 – u) ⋅ b y puesto que abc y pqr son directamente 
semejantes, debe ser r = u ⋅ p + (1 –u) ⋅ q. El triángulo que tiene los baricentros considerados como 
vértices es directamente semejante al triángulo de vértices:

a + q + r, b + p + r, c + p + q

calculando:

u(a + q + r) + (1 – u)(b + p + r) = c + u ⋅ q + (1 – u) ⋅ p + r =

c + u ⋅ q + (1 – u) ⋅ p + u ⋅ p + (1 – q) ⋅ q = c + p + q.

De modo que el triángulo formado con los baricentros es directamente semejante a abc.

Problema 27  �Los lados del triángulo abc se dividen en tres partes iguales. Con puntos de la división 
se forma el triángulo pqr indicado en la figura.

c

p

b

r

q

a

Reconstruir abc a partir de pqr.

Solución 1 

Podemos expresar:

  
p =

2
3

c +
1
3

b, q =
2
3

a+
1
3

c, r =
2
3

b+
1
3

a.
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Se observa que p + q + r = a + b + c, de modo que abc y pqr tienen el mismo baricentro o dado por:

  
o =

a+b+ c
3

.

Si calculamos los puntos simétricos de p, q y r respecto de o, obtenemos:

  
2o− p =

2
3

a+
1
3

b, 2o− q =
2
3

b+
1
3

c, 2o− r =
2
3

c +
1
3

a,

que son los puntos restantes en la división de los lados de abc. 

Del análisis precedente surgen los siguientes pasos para obtener la reconstrucción de abc.

1.	 Marcamos el baricentro o de pqr.

2.	 Simetrizamos pqr respecto de o para obtener el triángulo stu.

3.	 Trazamos la recta pt que pasa por b y c, la recta qu que pasa por a y c y la recta rs que pasa 
por b y a.

t

p

o

u

q

s
r

Sobre la figura precedente realizamos el tercer paso para obtener el triángulo buscado, según se 
ilustra a continuación:

t

p

o

u

q

s

a

b

c

r

Solución 2

Habiendo observado que abc y pqr tienen el mismo baricentro o, trazando la mediana cm y teniendo 
en cuenta que la relación co:om es 2:1, encontramos, por el teorema de Thales, que ab es paralelo a qo. 
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c

p

b

r
m

o
q

a

En forma similar puede mostrarse que bc es paralelo a ro y que ac es paralelo a po. Para reconstruir 
abc, trazamos por r una paralela a qo, por p una paralela a ro y por q una paralela a po.

p

c

q

a

r
b

o

Problema 28  �Si, sobre los lados de un triángulo abc, se dibujan triángulos directamente semejantes, 
acr, cbq y bap como se ilustra en la figura, mostrar que los triángulos abc y pqr tienen 
el mismo baricentro.

p

b

qc

r

a
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Solución 

Sea u un número complejo tal que r = u ⋅ a + (1 – u) ⋅ c; por ser los triángulos dibujados directa-
mente semejantes, debe ser q = u ⋅ c + (1 – u) ⋅ b, p = u ⋅ b + (1 – u) ⋅ a; de estas expresiones resulta  
p + q + r = a + b + c.

Nota: Los triángulos podrían estar dibujados hacia el interior de abc, como en la figura.

ba

c

p

qr

Problema 29  �Sobre los lados del triángulo opq se dibujan triángulos equiláteros, como muestra la 
figura.

c
q

a

o

b

p

Indicar cómo reconstruir opq a partir de abc.

Solución 

Se observa que si se rota q 60º alrededor de a en sentido horario, se obtiene o; si se rota o 60º al-
rededor de b en sentido horario, se obtiene p; y si se rota p 60º alrededor de c en sentido horario, 
se vuelve al punto q.
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c
q

a

o

b

p

Sea 
  
u =

1− 3i
2

 la raíz sexta de la unidad cuyo argumento es 240º. Según lo que acabamos de ob-

servar, debe ser:

o = u ⋅ (q – a) + a

p = u ⋅ (u ⋅ (q – a) + a – b) + b

q = u ⋅ (u ⋅ (u ⋅ (q – a) + a – b) + b – c) + c

Dado que u3 = –1 y u2 = –u, desarrollando la última igualdad se tiene:

q = u ⋅ (b – a)+ a + u ⋅ (b – c) + c – q,

es decir:

  
q =

u ⋅ b− a( )+ a+u ⋅ b− c( )+ c

2
.

Resulta entonces que q es el promedio de u ⋅ (b – a) + a y u ⋅ (b – c) + c, el primero se obtiene al rotar 
b 60º en sentido antihorario alrededor de a, el segundo se obtiene al rotar b 60º en sentido horario 
alrededor de c.

A

CB

J

O

a
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c
aq

p

b

o

Problema 30  �Sobre los lados del triángulo pqr se dibujan cuadrados, todos orientados hacia el 
exterior del triángulo. Reconstruir pqr a partir de los centros a, b y c de los cuadrados.

b

p
r

a

qc

Solución 

Dado que r se obtiene al rotar q alrededor de a 90º en sentido horario, p se obtiene al rotar r alre-
dedor de b 90º en sentido horario y q se obtiene al rotar p alrededor de c 90º en sentido horario, 
podemos poner:

r = – i ⋅ q + (1 + i) ⋅ a

p = –i ⋅ r + (1 + i) ⋅ b

q = –i ⋅ p + (1 + i) ⋅ c
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es decir que:
p = –i(–i ⋅ q + (1 + i) ⋅ a) + (1 + i) ⋅ b = – q + (1 – i) ⋅ a + (1 + i) ⋅ b

q = –i ⋅ (–q + (1 – i) ⋅ a + (1 + i) ⋅ b) + (1 + i) ⋅ c = i ⋅ q – (1 + i) ⋅ a + (1 – i) ⋅ b + (1 + i) ⋅ c

resulta:

  
q =

− 1+ i( ) ⋅ a+ 1− i( ) ⋅b+ 1+ i( ) ⋅ c
1− i

= i ⋅ c − a( )+b.

En consecuencia, podemos obtener q rotando c 90º en sentido antihorario alrededor a y luego 
trasladarlo con b – a. La figura a continuación muestra la construcción.

c

a

q

b

90º

A partir de q, por las rotaciones sucesivas indicadas al comienzo, encontramos gráficamente los 
vértices r y p.

90º

90º

90º

r

a

c

p

q

b

Nota: Se puede considerar el problema más general de dibujar triángulos directamente semejantes sobre los lados 
de un triángulo abc, como se indica en la figura a continuación, y plantearse la posibilidad de reconstruir abc a 
partir de pqr. 
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p

b

qc

r

a

Que los triángulos alrededor de abc sean directamente semejantes significa que existe un número 
complejo u no real tal que:

p = u ⋅ a + (1 – u) ⋅ b

q = u ⋅ b + (1 – u) ⋅ c

r = u ⋅ c + (1 – u) ⋅ a

Este sistema lineal de tres ecuaciones con tres incógnitas puede ser resuelto usando la regla de Crá-
mer mientras el determinante de la matriz del sistema no sea cero. Por ejemplo:

  

a =

p 1−u 0

q u 1−u

r 0 u

u 1−u 0
0 u 1−u

1−u 0 u

=
p+ q+ r( ) ⋅u2 − q+2r( ) ⋅u+ r

3u2 −3u+1

en el caso en que 3u2 – 3u +1 ≠ 0. La reconstrucción es posible salvo cuando 
  
u =

3+ 3i
6

,
3− 3i

6
,  

ya que estos son los números que anulan al determinante del sistema. En tal situación, la recons-
trucción no es posible pues el sistema no tiene solución o tiene infinitas soluciones.

Problema 31  �Sobre dos lados del rectángulo abcd se dibujan dos triángulos equiláteros, tal como 
muestra la figura.

p

c

q

ba

d

Mostrar que el triángulo cpq también es equilátero.
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Solución 

Podemos trasladar la figura de modo que a quede en el origen, es decir, supondremos que a es 0. 

En esta situación, si 
  
μ =

1+ 3i
2

,  se tiene:

p = m ⋅ b, q = m ⋅ d, c = b + d.

Como pqc está orientado en sentido antihorario, pqc es equilátero si se verifica la igualdad:

m2 ⋅ p + m2 ⋅ q + c = 0.

Teniendo en cuenta que m3 = –1, así como las expresiones de p, q y c, tiene lugar la identidad 
precedente.

Problema 32  �Un triángulo equilátero tiene sus vértices en circunferencias concéntricas de radios 1, 
2 y 3. Hallar el área del triángulo.

Solución 

Podemos trasladar la figura de manera que el centro común de las circunferencias sea 0. Luego, 
rotarla para que un vértice del triángulo sea 1. Finalmente, podemos simetrizar la figura, si fuera 
necesario, y suponer que el triángulo está en la parte superior del plano.

Indiquemos con u el vértice de módulo 3 y con v el vértice de módulo 2.

u

v

0 1
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Consideremos 
  
μ =

1+ 3i
2

 la raíz sexta de la unidad de argumento 60º. Si giramos 0 en sentido 

horario 60º alrededor de 1, obtenemos m; si hacemos lo mismo con v, obtenemos u. Es decir que 
el segmento mu se obtiene al rotar el segmento 0v en sentido horario 60º alrededor de 1.

u

v

μ

0 1

Teniendo en cuenta que: ⏐m⏐ = 1, ⏐u⏐ = 3 y ⏐u – m⏐ = 2,  los puntos 0, m y u deben estar alineados, 
es decir, u = 3 ⋅ m. El área del triángulo está dada por:

  

3
4

⋅ u−1
2
=

3
4

⋅ 3 ⋅u−1
2
=7

3
4

.

Nota: De la relación entre los radios de las circunferencias pueden surgir dos resultados correspondientes a la pre-
gunta del problema, por ejemplo, la figura ilustra el caso de radios 2, 3, 4.

Problema 33  Hallar la expresión del área del triángulo equilátero inscripto en tres rectas paralelas 
donde dos consecutivas están separadas por distancias a y b.
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u

v

a b

0

Solución 

Podemos suponer que los vértices del triángulo son los números complejos 0, u, v. Escribiendo:

u = a + b + ci,  v = a + di,

de la identidad:

  
v =

1+ 3i
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟u

resulta: 

  
a =Re v( ) =Re

1+ 3i
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟⋅u

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

a+b
2

−
3

2
c.

Es decir, 
  
c =

b− a
3

,  luego:

  
u 2 =

4
3
⋅ a2 + ab+b2( )

y el área del triángulo será:

  

3
4

u 2 =
3

3
a2 + ab+b2( ).

Problema 34  �Los números complejos a, b, c, d son los sucesivos vértices de un cuadrado. Si a es 
de la forma 1 + ki, c es de la forma 9 + mi y d de la forma 7 + li, hallar el área de abcd.
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Solución 

Como a, b, c, d son los sucesivos vértices del cuadrado, a y c son vértices opuestos; entonces, el 

centro del cuadrado tiene la forma 5 + hi por ser precisamente 
  

a+ c
2

.

Desplazamos el cuadrado en dirección vertical hasta que el centro coincida con 5, es decir, trasla-
damos usando el vector asociado con –hi.

El centro es también el promedio entre b y d, de modo queda b es de la forma 3 + li. Rotando a 
alrededor del centro 90º, en sentido horario o antihorario, debemos caer en b, es decir:

(1 + ki – 5) ⋅ i + 5 = 3 + li

(1 + ki – 5) ⋅ (–i) + 5 = 3 + li

En el primer caso, queda k = 2 y l = –4; en el segundo caso, k = –2 y l = 4.

0 1 3 5 7 9

En cualquier caso, el área está dada por ⏐b – a⏐2 = 22 + 62 = 40.

Problema 35  �Cuatro rectas paralelas pasan por los vértices de un cuadrado, siendo a, b y c las suce-
sivas distancias entre rectas contiguas. Mostrar que a = c y hallar el área del cuadrado 
a partir de a y b.

Solución 

Ubicamos la figura en el plano de modo que una recta esté sobre el eje imaginario y las restantes 
pasando por los números reales r = a, s = a + b, t = a + b + c, y de manera que los sucesivos vértices 
del cuadrado tengan por parte real a los números 0, r, s y t, respectivamente.

El centro del cuadrado es promedio entre los pares de vértices opuestos del cuadrado, entonces 
los pares 0, t y r, s deben tener el mismo promedio m, lo que solo ocurre si a = c.

Como en el Problema 34, se puede encontrar dos vértices vecinos del cuadrado rotando el eje 
imaginario 90º, tanto en sentido horario como en sentido antihorario, y tomar la intersección con 
la paralela al eje que pasa por r. Se obtendrán dos soluciones, los vértices de un cuadrado son los 
conjugados de los vértices del otro cuadrado.
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0 r m s t

Notemos que los cuadrados quedan inscriptos en un cuadrado de lado t, como lo ilustra la figura.

0 r

r t – r

m s t

Podemos calcular el área de los cuadrados como 
  
t 2 −4

r ⋅ t − r( )
2

=2a2 +2ab+b2.

Nota: En la situación del problema, dados los valores a y b hay solo dos posiciones, salvo traslaciones, en las que 
puede inscribirse un cuadrado entre las paralelas al eje que pasan por 0 y t, y una posición es simétrica de la otra 
respecto de una línea paralela al eje real.

Problema 36  �Problema de los cuatro cuadrados abisagrados (1826).

Hallar la relación entre las áreas de los cuadrados sombreados dados en la figura:
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Solución 

En la figura a continuación, el punto c se obtiene rotando el punto e 90º en sentido antihorario 
alrededor de a, de modo que debe estar en la recta p que se obtiene rotando la recta r 90º en sen-
tido antihorario alrededor de a. En forma similar, el punto d se obtiene rotando el punto f 90º en 
sentido antihorario alrededor de b, de modo que debe estar en la recta q que se obtiene rotando 
la recta r 90º en sentido antihorario alrededor de b. 

q p

c

r
e

a
b

o

f

d

Podemos hacer la siguiente construcción: partiendo de un cuadrado y una recta r que pase por 
uno de sus vértices, rotamos r alrededor de los vértices opuestos, a y b que no están en r, 90º en 
ambos casos, de modo de obtener dos rectas paralelas, como en la siguiente figura.

b
o

a
r

Si rotamos el cuadrado inicial 90º en sentido antihorario alrededor de a y 90º en sentido horario al-
rededor de b, obtenemos una figura que puede ser completada a un cuadrado inscripto en las rectas 
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paralelas y que tenga un vértice en el punto o. Por la nota del Problema 35, hay solo dos cuadrados 
inscriptos en las rectas paralelas que tengan a o como uno de sus vértices: el que se obtiene comple-
tando la figura anterior y el simétrico de este respecto de la recta paralela a r que pasa por o.

b
o

a
r

El área del cuadrado mayor es cuatro veces el área del cuadrado menor.

Problema 37  �Calcular las longitudes de las diagonales de un pentágono y un hexágono, ambos 
regulares y de lado 1.

Solución 

Todas las diagonales del pentágono regular tienen un mismo valor d. En el hexágono regular hay 
diagonales que miden el doble del lado y otras que toman un valor e. La figura ilustra la situación.

d

e e

dd

1 1

2

Como se trata de polígonos inscriptibles, es decir, por sus vértices pasa una circunferencia, pode-
mos aplicar el teorema de Ptolomeo a los cuadriláteros sombreados dados en la figura.

Resulta:

d2 = d ⋅ 1 + 1 ⋅ 1 = d + 1

e2 = 2 ⋅ 1 + 1 ⋅ 1 = 3

Entonces, 
  
d =

5 +1
2

, e = 3.
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Problema 38  �Si un triángulo equilátero está inscripto en su circunferencia mostrar que, para un 
punto P en la circunferencia, la mayor distancia desde P a los vértices del triángulo es 
igual a la suma de las dos distancias restantes.

Solución 

Con las notaciones en la figura,

c

l

a

P

b

debemos mostrar que c = a + b. Aplicando el teorema de Ptolomeo al cuadrilátero cuyos vértices son 
P y los vértices del triángulo equilátero de lado l, se tiene:

c ⋅ l = a ⋅ l + b ⋅ l = (a + b) ⋅ l.

Luego, c = a + b.

Problema 39  �Los vértices del pentágono regular y el punto de la figura están en una circunferencia. 
Mostrar que la suma de las longitudes de las cuerdas dadas en color azul es igual a la 
suma de las longitudes de las cuerdas dadas en color rojo.

Solución 

Indicando con l y d, respectivamente, la longitud de los lados y la longitud de las diagonales del 
pentágono, podemos proceder como en el Problema 38 para establecer la identidad:

d2 = d ⋅ l + l2

o bien:
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d
l
−

l
d
=1.

Aplicando el teorema de Ptolomeo a los cuadriláteros indicados en la figura, donde a, b y c denotan 
las longitudes de las cuerdas rojas y e y f, las longitudes de las cuerdas azules:

c

d

f

ce

d
l

l

d

l

b

a

resulta:

(a + b) ⋅ d = c ⋅ l,  (e + f) ⋅ l = c ⋅ d,

con lo que:

  
e+ f − a+b( ) = c ⋅

d
l
−

l
d

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = c,

donde la segunda igualdad surge de la observación realizada al comienzo de la solución respecto 
de las longitudes del lado y la diagonal del pentágono regular.

Problema 40  �Los números a, b, c, d son los vértices de un cuadrilátero. Mostrar que los baricentros de 
los triángulos bcd, cda, dab y abc son los vértices de un cuadrilátero homotético a abcd.

c

d

b

a
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Solución 

Los sucesivos baricentros están dados por:

  

b+ c + d
3

,
c + d + a

3
,

d + a+b
3

,
a+b+ c

3
.

Estos también pueden ser expresados como:

  

a+b+ c + d
3

−
1
3

a,
a+b+ c + d

3
−

1
3

b,
a+b+ c + d

3
−

1
3

c,
a+b+ c + d

3
−

1
3

d,

es decir, son las respectivas imágenes de la homotecia 
  
h x( ) =

4
3

o−
1
3

x  de razón 
 
−

1
3

 y que tiene por 

centro el punto 
  
o =

a+b+ c + d
4

.

Problema 41  �Los números complejos a, b, c, d, e son los puntos medios de los lados de un pentágo-
no. Hallar los vértices del pentágono.

c

d

e

a b

Solución 1 

Sea p el vértice del pentágono en los lados de este que tienen los puntos medios e y a.

Los sucesivos puntos del pentágono pueden ser obtenidos a partir de p usando las simetrías res-
pecto de a, b, c, d y e; estos son:

2a – p, 2b – (2a – p),   2c – (2b – (2a – p)),

2d – (2c – (2b – (2a – p))),   2e – (2d – (2c – (2b – (2a – p))))

El último debe ser igual a p, o sea:

p = 2e – 2d + 2c – 2b + 2a – p

o bien:

p = e – d + c – b + a.

Teniendo en cuenta la relación entre los vértices de un paralelogramo (ver el Problema 20) y no-
tando q = c – b + a, resulta p = e – d + q, de modo que podemos obtener q simetrizando b respecto 
del punto medio entre a y c, luego obtener p simetrizando d respecto del punto medio entre e y q.
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La figura muestra la construcción de p.

c
q

d

e

p

a b

a+ c
2

  

e+ q
2

A partir de p construimos el pentágono realizando las sucesivas simetrías.

c

ba

p

e

d

Solución 2 

Supongamos que o, p, q, r, s son los vértices del polígono a construir de modo que los puntos a, b, 
c, d y e están dados por:

  

o+ p
2

,
p+ q

2
,

q+ r
2

,
r + s

2
,

s+ o
2

.

Construimos el pentágono auxiliar, cuyos vértices son los promedios:

  

a+ c
2

,
b+ d

2
,

c + e
2

,
d + a

2
,

e+b
2
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d

ce

a
b

a+ c
2

d + a
2

c + e
2

  

b+ d
2

e+b
2

Se tiene:

  

a+ c
2

=
o+ p+ q+ r

4
=

o+ p+ q+ r + s
4

−
1
4

s =

  
=

5
4

o+ p+ q+ r + s
5

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟−

1
4

s

o sea:

  
s = 5

o+ p+ q+ r + s
4

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟−4

a+ c
2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟.

Notando 
  
m =

o+ p+ q+ r + s
5

 y h(x) = 5m – 4x la homotecia de razón –4 y centro m, resulta:

  
h

a+ c
2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = s.

Procediendo en forma análoga, se pueden comprobar las identidades:

  
h

b+ d
2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = o, h

c + e
2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = p, h

d + a
2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = q, h

e+b
2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = r.

El pentágono buscado se obtendrá aplicando la homotecia h al pentágono auxiliar, solo se nece-
sita ubicar el centro m.

Dado que la homotecia debe transformar los puntos medios de los lados del pentágono auxiliar 
en los puntos a, b, c, d, e, podemos ubicar m en la intersección de dos rectas que unan vértices co-
rrespondientes según la homotecia, como se ilustra en la siguiente figura.
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d

ce

a b

m

Finalmente, transformamos el pentágono auxiliar mediante la homotecia h para obtener el pentá-
gono buscado.

c

b

m

a

e

d

Problema 42  �Los números complejos a, b, c, d, e, f son los vértices de un hexágono. Los puntos o, p, 
q, r, s, t son los baricentros de los triángulos abc, bcd, cde, def, efa, fab. Mostrar que los 
triángulos oqs y prt son congruentes.
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b

a

c

d

e

f

s

t

o

p

q

r

Solución 

Teniendo en cuenta que:

  

o+ r
2

=
p+ s

2
=

q+ t
2

=
a+b+ c + d + e+ f

2
,

resulta que la simetría respecto del punto 
  
m =

a+b+ c + d + e+ f
2

 transforma o en r, p en s y q en t, 

es decir que transforma el triángulo oqs en el triángulo prt.

Problema 43  �Dados el triángulo abc y el segmento pq en la figura, construir, usando GeoGebra, un 
triángulo pqr que sea directamente semejante a abc.

q

p

c

ba

Solución 

Hay varias maneras de hacerlo: que ab se corresponda con pq, que bc se corresponda con pq, o que 
ca se corresponda con pq. Haremos la primera manera, las restantes se pueden resolver en forma 
similar.

Marcamos el vector con origen en a y terminal p, con este vector trasladamos abc de modo que a 
coincida con p.
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q

p

c

b

b

c

a

Luego trazamos la bisectriz del ángulo bpq, reflejamos el triángulo dos veces: primero respecto de 
la bisectriz, luego respecto de la recta pq.

b

b

q

c

c

c

p

Finalmente, en el último triángulo trazamos las semirrectas pq y pc y una paralela a bc que pase 
por q.

cr

q
b

p

De esta manera encontramos el triángulo pqr buscado.

Problema 44  �Dados el punto p y conjunto C, para cada punto q en C se marca un punto r tal que 
el triángulo pqr quede recorrido en sentido horario, pq = pr y el ángulo en el vértice q 
sea θ. Determinar el lugar geométrico de los puntos r al variar q en C. 
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q

p

r

θ

C

Nota: Dado el segmento pq, hay dos triángulos isósceles que tienen a pq como uno de los lados iguales y con ángulo 
θ en el vértice q. Estos triángulos se muestran en la figura:

θ θ

p

q

s

r

Decimos que el triángulo pqr está orientado en el sentido horario, porque, al movernos desde p 
hasta q, desde q hasta r y desde r hasta p, estamos girando como las agujas del reloj; en cambio, 
pqs queda recorrido en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Solución 

Si tomamos u un número complejo unitario de argumento θ, podemos expresar:

r = u ⋅ (p – q) + q = u ⋅ p + (1 – u) ⋅ q.

Si notamos a = 1 – u, b = u ⋅ p, resulta r = a ⋅ q + b, es decir que los puntos r se obtienen por trans-
formar los puntos q en C mediante la similitud f(x) = a ⋅ x + b.

En el caso del problema, la figura está formada por un semicírculo y un triángulo. Para construir 
la transformación de la figura, bastará con transformar los vértices del triángulo usando los datos 
geométricos y, por ejemplo, un procedimiento similar al del Problema 43.
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q

p

r

θ

C

Las sucesivas transformaciones que la similitud f(x) = a ⋅ x + b le produce a una figura pueden des-
cribirse como sigue:

1.	 La rota alrededor del origen en sentido antihorario barriendo un ángulo equivalente al ar-
gumento de a.

2.	 Luego, la transforma con una homotecia con centro en el origen y razón igual al módulo 
de a.

3.	 Finalmente, la traslada según el vector b.

En el caso de este problema, teniendo en cuenta que a = 1 – u, b = u ⋅ p, y siendo u como en la figura:

u

10

1 – u

θ

Puede apreciarse que el ángulo de rotación es 
 

3π+θ
2

 (compruebe esto) y el módulo de 1 – u es 

menor que 1, motivo por el que la figura transformada es más pequeña.

Problema 45  �La figura muestra un cuadrado de 2 cm de lado. Otro cuadrado comparte un vértice 
con el anterior y tiene otro vértice sobre un lado de este. Hallar el área del triángulo 
sombreado.
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2 cm

Solución 

En la siguiente figura, el punto b se obtiene al rotar el punto a 90° en sentido antihorario alrededor 
del punto variable c sobre el lado del primer cuadrado.

2 cm

90º

p c q

b

a
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Por lo visto en el Problema 44, al moverse c en el lado pq, el punto b recorre un segmento cuyos 
extremos serán los puntos asociados con p y q, respectivamente, esto es: cuando c es p, b es q y 
cuando c es q, b es el punto que se obtiene de rotar a 90º en sentido antihorario alrededor de q.

2 cmp c q

b

a

Se observa que b recorre un segmento paralelo a la diagonal del cuadrado que parte desde el vér-
tice p, en consecuencia, el área del triángulo es de 2 cm².

Problema 46  �El circuncentro o del triángulo abc se refleja en los puntos p, q, r respecto de las rectas 
que determinan los lados del triángulo, situación que muestra la figura.

b

c

q

p

o
a

r
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i)	 Mostrar que las rectas ap, bq y cr son concurrentes en sus puntos medios.

ii)	  Mostrar que los triángulos abc y pqr son congruentes.

Solución 

i) 	 Fijamos el origen en el centro o de la circunferencia circunscripta y también podemos asu-
mir que el radio de esta circunferencia es 1. En esta situación, las reflexiones de o vienen 
dadas por p = b + c, q = c + a, r = a + b, por lo que los segmentos ap, bq y cr concurren en sus 

respectivos puntos medios, en un punto dado por 
  

a+b+ c
2

.

ii)	 Del análisis precedente resulta que la simetría puntual con centro en 
  

a+b+ c
2

 transforma 

el triángulo abc en el triángulo pqr, lo que muestra que son triángulos congruentes.

Problema 47  �El ortocentro o del triángulo abc se refleja en los puntos p, q, r respecto de las rectas 
que determinan los lados del triángulo, situación que muestra la figura.

pc

q

a b

r

o

i) Mostrar que p, q y r están en la circunferencia circunscripta a abc.

ii) Mostrar que el hexágono arbpcq tiene el doble de área que abc.

Solución 

i)	 Fijamos el origen en el ortocentro o y asumimos que el radio de la circunferencia circunscrip-
ta al triángulo es 1. En este caso, teniendo en cuenta que o puede obtenerse como a + b + c,  
las reflexiones de o vienen dadas por:

p = b + c – bc(a + b + c) = –abc

q = c + a – ca(a + b + c) = –abc

r = a + b – ab(a + b + c) = –abc
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Como el módulo del producto es el producto de los módulos, queda claro que p, q y r son 
complejos de módulo 1, luego están en la circunferencia circunscripta al triángulo abc.

ii)	 La figura a continuación,

c

o

q

p

ba

r

muestra que el hexágono puede descomponerse en tres romboides y, a su vez, cada rom-
boide en dos triángulos congruentes. Observando que tres de estos triángulos descompo-
nen a abc, se concluye que el área del hexágono es el doble del área de abc.

Problema 48  �Un punto p se hace rotar 45º en sentido antihorario alrededor de cada uno de los 
vértices de un polígono de 60 cm² de área y 70 cm de perímetro. Hallar el área y el 
perímetro del polígono cuyos vértices son los puntos que se obtienen al realizar las 
rotaciones sobre p. 

Solución 

Tomemos el número complejo unitario 
  
u =

1+ i
2

 de argumento 45º. La rotación de p alrededor de 

un vértice v del polígono está dada por la expresión:

u ⋅ (p – v) + v = u ⋅ p + (1 – u) ⋅ v.

Podría decirse que las rotaciones de p también pueden ser obtenidas como los transformados de 
los vértices del polígono mediante la similitud dada por la función f(z) = a ⋅ z + b, donde a = 1 – u y 
b = u ⋅ p. En consecuencia, el polígono obtenido es semejante al polígono dado, siendo la razón de 

semejanza el módulo de a, es decir 
  
1−

1+ i
2

= 2− 2.  

El área y el perímetro del polígono construido serán: 
 
2− 2( ) ⋅60 cm2  y  2− 2 ⋅70 cm.  

La siguiente figura ilustra la situación.
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p

Problema 49  �Los números complejos a, b, c, d, e son los sucesivos vértices de un pentágono regular 
centrado en el origen. Mostrar que:

a5 = b5 = c5 = d5  = e5 = abcde.

Evaluar las expresiones siguientes:

s1 = a + b + c + d + e

s2 = a2 + b2 + c2 + d2 + e2

s3 = a3 + b3 + c3 + d3 + e3

s4 = a4 + b4 + c4 + d4 + e4

p2 = ab + ac + ad + ae + bc + bd + be + cd + ce + de

p3 = abc + abd + abe + acd + ace + ade + bcd + bce + bde + cde

p4 = abcd + abce + abde + acde + bcde

Solución 

Denotemos con ξ la raíz quinta de la unidad dada por el número complejo unitario de argumento 72º.

b = ξa

a = ξe

e = ξdd = ξc

c = ξb

0
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Cada vértice del pentágono se obtiene multiplicando por ξ al vértice vecino ubicado antes en el 
sentido antihorario. Esto permite escribir una tabla de identidades siguientes:

a = a

b = ξa

c = ξ2a

d = ξ3a

e = ξ4a

Multiplicando miembro a miembro las igualdades precedentes, resulta:

abcde = x10a5 = a5

Del mismo modo, podemos mostrar que las potencias b5, c5, d5, e5 coinciden con abcde.

Por otra parte, si sumamos miembro a miembro las igualdades de la tabla, tendremos:

a + b + c + d + e = (1 + x + x2 + x3 + x4) ⋅ a.

Como x5 = 1 y x ≠ 1, de la identidad:

x  (1 + x + x2 + x3 + x4) = (x + x2 + x3 + x4 + 1)

se desprende que 1 + x + x2 + x3 + x4 = 0, entonces, s1 = 0.

De manera similar podemos ver que s2 = s3 = s4 = 0; solo hay que tener presente que x5 = 1.

Veamos p2 = 0 nuevamente usando la tabla.

p2 = axa + ax2a + ax3a+ ax4a+ xax2a + xax3a + xax4a + x2ax3a + x2ax4a + + x3ax4a = 

= a2(x + x2 + x3 + x4 + x3 + x4 + 1 + 1 + x + x2) = 0

Análogamente se ve que p3 = p4 = 0. Si denotamos p5 = abcde, no es difícil establecer la identidad 
polinomial:

(x – a)(x – b)(x – c)(x – d)(x – e) = x5 – p1x
4 + p2x3 – p3x2 + p4x – p5.

Identidad que vale, en general, pero en el caso en que a, b, c, d, e sean los vértices de un pentágono 
regular, la ecuación queda:

(x – a)(x – b)(x – c)(x – d)(x – e) = x5 – p5.

Esto indica que los vértices del pentágono regular son las raíces quintas de un número, en este 
caso, de p5.

Nota: Este resultado puede ser extendido al caso de polígonos regulares con n vértices.

Problema 50  �Sea abcdefg un heptágono regular. Mostrar que los puntos:

a – b + c, b – c + d, c – d + e, d – e + f, e – f + g, f – g + a, g – a + b

son los sucesivos vértices de un heptágono también regular.

Solución 

Observar que a, b, c, a – b + c son los vértices del paralelogramo construido sobre los lados ab y bc 
del polígono que tiene a a – b + c como vértice opuesto a b.
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b

a

c

a – b + c

Si asumimos que el heptágono está centrado en el origen, como en el caso del Problema 49, pode-

mos conectar sus vértices mediante una raíz de la unidad ξ de argumento 
 

360°
7

, entonces:

x(a – b + c) = xa – xb + xc = b – c + d.

Esta identidad y las similares correspondientes muestran que los vértices del nuevo pentágono 
también están conectados mediante ξ; en consecuencia, es un heptágono regular.

Nota: Con excepción de n = 3, 4, 6, este resultado es válido para cualquier polígono regular de n lados y sirve para 
mostrar que no es posible inscribir un polígono regular de n lados en un retículo plano, salvo que n = 3, 4, o 6. Un 
retículo es como una cuadrícula, pero con paralelogramos en lugar de cuadrados.

Problema 51  �En la siguiente figura hay dos cuadrados y dos paralelogramos. Hallar el ángulo entre 
las diagonales de los paralelogramos que se indican en dicha figura.
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Solución

Si ubicamos el origen en el vértice común de los cuadriláteros y asignamos a y b a dos vértices 
como se indica a continuación,

ib

a

a + b

b

–ia

0

la diagonal en la parte inferior tiene la dirección de a + b, la diagonal en la parte superior es paralela 
a ib – (–ia) = i(a + b), pero a + b e i(a + b) son perpendiculares.
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APÉNDICE

Para trabajar esta Nota de Geometría, se requiere de cierta familiaridad con los números complejos; 
no obstante, algunos conceptos básicos serán incluidos en este apéndice.

Los números complejos serán tratados como puntos del plano coordenado o como vectores que 
parten desde el origen, sin considerar notaciones diferentes para cada caso.

Denotaremos con C el conjunto de los números complejos y con R el conjunto de los números 
reales.

Las operaciones, el conjugado y el módulo
Los números complejos tienen una forma binómica dada como a + bi, donde a y b son números rea-
les. A partir de esta forma se pueden dar las operaciones de suma y producto de números com-
plejos como sigue:

Suma

a + bi + c + di = (a + c) + (b + d)i

Producto

(a + bi) ⋅ (c + di) = (ac – bd) + (ad + bc)i

Tanto la suma como el producto son operaciones asociativas, conmutativas, con elemento neutro 
y con inverso, con la excepción de cero en el caso del producto. Estas propiedades se sintetizan en 
la siguiente tabla donde u, v y w son números complejos, con u = a + bi.

Suma Propiedad Producto

u + (v + w) = (u + v) + w Asociativa (u ⋅ v) ⋅ w = u ⋅ (v ⋅ w)

u + v = v + u Conmutativa u ⋅ v = v ⋅ u

u + 0 = 0 Elemento neutro u ⋅ 1 = 1

–u = –a – bi Inverso
  
u−1 =

u
u

u ≠0( )

Además se cumple la compatibilidad de suma y producto dada por:

u ⋅ (v + w) = u ⋅ v + u ⋅ w

Los números complejos de la forma a + 0 ⋅ i = a son los que forman el llamado eje real y los de la 
forma 0 + bi = bi son los que forman el eje imaginario.
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eje  imaginario

eje real

Cada número complejo se asocia con un punto del plano coordenado, esto es, a + b se correspon-
de con el punto de coordenadas (a, b). Con este enfoque, podemos ilustrar los conceptos de módulo 
y de conjugado de un número complejo.

El módulo es la distancia entre el número complejo en cuestión y el cero.

b

a

a + bi

0

  a2 +b2

El conjugado es el punto simétrico respecto del eje real.

–b

b

a + bi

a – bi

a

0
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Si w = a + bi, usaremos ⏐w⏐ para indicar el módulo de w y w para referirnos al conjugado de w, es 

decir:   w = a2 +b2 , w = a−bi .

Los números complejos de módulo 1 suelen llamarse complejos unitarios.

Conservando las notaciones precedentes, se verifican las propiedades siguientes:

	w ⋅ w = ⏐w⏐2

	⏐v ⋅ w⏐ = ⏐v⏐ ⋅ ⏐w⏐

	v + w = v + w

	v ⋅ w = v ⋅ w

La distancia entre dos números complejos v y w está dada por el módulo de la diferencia, esto es, 
⏐v – w⏐ = ⏐w – v⏐.

El lado geométrico de las operaciones
Si cada número complejo w se identifica con el vector con origen en 0 y extremo en w, entonces la 
suma de los complejos v y w se obtiene como la suma de los vectores correspondientes, siguiendo 
la regla del paralelogramo.

w

v + w

v

0

Teniendo en cuenta que se forma un triángulo con vértices 0, v y v + w, podemos observar la cono-
cida desigualdad triangular:

⏐v + w⏐ ≤ ⏐v⏐ + ⏐w⏐.

Conviene tener en cuenta que la distancia entre v + w y v está dada por ⏐v + w – v⏐ = ⏐w⏐.

Para tratar el producto de números complejos desde el punto de vista geométrico, es necesario 
considerar la forma polar que se presenta a continuación.

La forma polar
Además de la forma binómica de un número complejo, para un número complejo distinto de cero, 
existe la forma polar, dada por el módulo y el argumento. Este último es el valor del ángulo que se 
forma desde el semieje de los reales positivos hasta el vector que representa el número complejo, 
medido en sentido antihorario. El argumento se toma mayor o igual que 0 y menor que 2π.
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w

0 1

sen (α)

cos (α)

cos (α) + isen (α)

α

La forma polar está dada por: 

w = ⏐w⏐ ⋅ (cos (a) + isen (a))

Considerando un complejo v en su forma polar:

v = ⏐v⏐ ⋅ (cos (b) + isen (b))

el producto v ⋅ w puede expresarse como: 

v ⋅ w = ⏐v⏐ ⋅ ⏐w⏐ ⋅ (cos (b) + isen (b)) ⋅ (cos (a) + isen (a))

Para obtener la forma polar del producto, dado que ⏐v ⋅ w⏐ = ⏐v⏐ ⋅ ⏐w⏐, resta hallar el argumento 
g de v ⋅ w que debe verificar:

cos (g) + isen (g) = (cos (b) + isen (b)) ⋅ (cos (a) + isen (a)) 

es decir:

cos (g) = cos (b) ⋅ cos (a) – sen (b) ⋅ sen (a) 

sen (g) = cos (b) ⋅ sen (a) + sen (b) ⋅ cos (a) 

En virtud de las fórmulas para el seno y el coseno de la suma de dos ángulos, resulta que g =  a + b  
si a + b < 2p, o g = a + b – p si a + b > 2p.

El producto v ⋅ w puede interpretarse como rotar w en sentido antihorario hasta barrer un ángulo 
de amplitud α y luego multiplicarlo por el módulo de v.
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w

v

v ⋅ w

α

β
γ

0

La figura precedente ilustra un producto de los números complejos v = 3 + i, w = –1 + 2i.

Teorema de Ptolomeo
Es oportuno enunciar el teorema de Ptolomeo, a partir del cual se pueden establecer las expresiones 
para el seno y el coseno de la suma de dos ángulos, expuestas anteriormente.

El cuadrilátero ABCD puede inscribirse en una circunferencia, si, y solo si, se verifica:

AB × CD + BC × DA = AC × BD

Potencia
El concepto de potencia de un punto respecto de una circunferencia puede ser útil cuando se trata 
de realizar operaciones geométricamente, tales como raíz cuadrada, productos, inverso, etcétera.

La potencia de un punto P respecto de una circunferencia es el valor constante que resulta de multiplicar las longi-
tudes de los segmentos PQ y PR, donde Q y R son los puntos en los que una recta, que pasa por P, corta a dicha 
circunferencia.
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P

Q
R

R

P

Q

Punto medio y baricentro
El punto medio del segmento vw puede obtenerse como el promedio 

  

v +w
2

.  

En la siguiente figura se observa que 0, v, v + w, w son los vértices de un paralelogramo. Dado que 
las diagonales de un paralelogramo se cortan en sus puntos medios, resulta que el punto medio 

de vw es precisamente 
  

v +w
2

.

w

v + w

v

0

  

v +w
2

El baricentro de un triángulo uvw puede obtenerse como el promedio 
  

u+ v +w
3

.

Para mostrar la afirmación precedente, veamos que los puntos que dividen en tres partes iguales 

el segmento vw están dados por 
  

2v +w
3

 y 
  

v +2w
3

.

Consideremos P y Q los puntos que dividen al segmento vw en tres partes iguales. Si por P y Q se 
trazan paralelas a los vectores v y w, por el teorema de Thales estas dividen en tres partes iguales 

tanto a v como a w, dando lugar a los vectores 
  

v
3

,
2v
3

,
w
3

,
2w
3

 indicados en la figura a continuación.
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v

0

w

P

Q

2w
3

w
3

v
3

  

2v
3

Teniendo en cuenta la regla del paralelogramo para la suma, resulta 
  
P =

2v +w
3

 y 
  
Q =

v +2w
3

.

En el triángulo uvw el baricentro G está en el punto que separa al segmento de vértices u y 
  

v +w
2

 en 

la relación 2 : 1, es decir, en uno de los puntos que dividen dicho segmento en tres partes iguales.

v

G

u

w

  

v +w
2

Resulta 
  
G =

u+2
v +w

2
3

=
u+ v +w

3
.
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Área signada
El paralelogramo de vértices 0, v, v + w, w:

v

v + w

w

0

α

tiene por área a:

⏐v⏐ ⋅ ⏐w⏐ ⋅ sen (a)

donde α es el ángulo comprendido entre los vectores v y w. Teniendo que el argumento de v ⋅ w es 
precisamente α y que el argumento de v ⋅ w es 2p – a, escribimos la forma polar de estos números:

v ⋅ w = ⏐v⏐ ⋅ ⏐w⏐ ⋅ (cos (a) + isen (a))

v ⋅ w = ⏐v⏐ ⋅ ⏐w⏐ ⋅ (cos (a) – isen (a))

Restando miembro a miembro las identidades precedentes y operando, se tiene una expresión del 
área del paralelogramo dada por:

  
v ⋅ w ⋅sen α( ) =

v ⋅w − v ⋅w
2i

.

Sin embargo, el miembro de la izquierda es simétrico respecto de v y w, mientras que el miembro de 
la derecha, lejos de ser simétrico, es antisimétrico respecto de v y w. Esta expresión coincide con el 
área siempre que el argumento de v sea menor o igual que el argumento de w; en el caso contrario, 
la expresión da el valor del área con signo negativo. En realidad, la expresión obtenida da el valor 
de la llamada área orientada o área signada.

Si denotamos con [v, w] el área del triángulo de vértices 0, v, w, es decir:

  
v,w[ ] =

v ⋅w − v ⋅w
4i

podemos expresar el área del triángulo uvw 
v

w

u
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como:

[u, v] + [v, w] + [w, u]

donde [u, v] es el área del triángulo 0uv, dado que el argumento de u es menor que el argumento 
de v,  también [v, w] es el área del triángulo 0vw y [w, u] es el área de 0wu pero con signo negativo, 
dado que el argumento de w es mayor que el argumento de u.

La siguiente figura ilustra la situación:

u u

0 0 0 0

= + –

w w w

v

u

v v

Una expresión análoga a la precedente es válida para cualquier polígono simple, es decir, polígonos 
en los que el contorno no pasa dos veces por un mismo punto.

El área del polígono de la figura

v

u

y
x

w

puede calcularse como:

[u, v] + [v, w] + [w, x] + [x, y] + [y, u]

En el caso del triángulo uvw, el área signada puede ser expresada además en la forma de un 
determinante:

  

u,v[ ]+ v,w[ ]+ w,u[ ] =
1
4i

det

u v w

u v w
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
.
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Colinealidad
De la fórmula de área precedente para el área de un triángulo, se obtiene el siguiente criterio:

Los complejos u, v, w son colineales si, y solo si:

  

det
u v w

u v w
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0.

Ecuación de la recta

Recta por dos puntos

A partir de la expresión para el área signada de un triángulo, resulta claro que el lugar geométrico 
de los puntos w tales que:

  

det
u v w

u v w
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

donde u ≠ v es justamente la recta que pasa por u y v, dado que se trata de los puntos w tales que el 
triángulo uvw tenga área cero. La ecuación precedente es la ecuación implícita de la recta que pasa por

u y v.  No es difícil ver que esta ecuación también puede ponerse en la forma:

aw + aw + b = 0

donde a y b están dados; además, a ≠ 0 y b es un número real.

Observamos que los puntos de la forma:

w = l ⋅ u + (1 – l) ⋅ v          (l ∈ R)

son puntos de la recta que pasa por u y v, dado que verifican la ecuación implícita de aquella. Por 
otra parte, si w está en la recta, existe un número real λ tal que:

w – v = l ⋅ (u – v).

De la siguiente identidad:

 

w − v
u− v

⋅u+
u−w
u− v

⋅ v = w

escribiendo:

  

u−w
u− v

=
u− v + v −w

u− v
=1−

w − v
u− v

=1−λ

resulta:

l ⋅ u + (1 – l) ⋅ v = w.

Se concluye que los puntos w de la recta que pasa por u y v pueden expresarse como:

w = l ⋅ u + (1 – l) ⋅ v          (l ∈ R)

y esta última es la ecuación paramétrica de la recta que pasa por u y v.

Recta paralela

Si buscamos la recta paralela al segmento uv que pasa por un punto w, encontramos que está for-
mada por los puntos x tales que:
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det
u v x

u v x
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= det

u v w

u v w
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

.

De este modo, estamos hablando de los puntos x tales que el triángulo uvx tiene área signada cons-
tante igual al área signada del triángulo uvw.  Por las propiedades de determinantes, la ecuación 
precedente puede ponerse como:

  

det
u v x −w

u v x −w
1 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

Recta perpendicular

Si ahora se trata de la recta perpendicular al segmento uv que pasa por el punto w, consideramos 
el segmento con vértices iu, iv que es justamente perpendicular a uv. Entonces, la ecuación buscada 
es:

  

det
iu iv x −w

iu iv x −w
1 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

o, equivalentemente, por propiedades de determinantes:

  

det
u v x −w

−u −v x −w
1 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

Ahora, si a la segunda fila de la matriz le sumamos la tercera fila multiplicada por u + v el determi-
nante no cambia y la ecuación queda:

  

det
u v x −w

v u x −w
1 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0.

Mediatriz

Como caso especial, sumando el promedio de las columnas 1 y 2 a la columna 3 de la matriz en la 
igualdad precedente, tenemos la ecuación de la mediatriz del segmento uv; esta es:

  

det
u v w

v u w
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0 .

La función lineal y la conjugación
Todos los movimientos del plano, o isometrías directas, pueden hacerse con operaciones de nú-
meros complejos, así como también las similitudes directas. Para esto, es suficiente considerar las 
funciones lineales:

s(x) = a ⋅ x + b      (a, b ∈ C)
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con este tipo de funciones podemos realizar, además de traslaciones (a = 1), rotaciones  
α =1,β =0( )  

y homotecias (a ∈ R, b = 0). Todos los movimientos que se obtienen por combinación de estas 
transformaciones consideradas son llamados similitudes directas. 

Por otra parte, las similitudes indirectas, como por ejemplo las reflexiones, son las transformacio-
nes que se pueden obtener con funciones de la forma:

s(x) = a ⋅ x + b      (a, b ∈ C)

Notemos que una reflexión particular, respecto del eje real, es la conjugación. Componiendo las 
similitudes directas con la conjugación, obtenemos todas las similitudes indirectas.

Semejanza de polígonos
Consideremos un polígono convexo P con vértices v1, v2, …, v

n
. Un polígono convexo Q es semejante a P 

si, y solo si, existe una similitud que transforma P en Q. En particular, los vértices de Q estarán dados por:

s(v1), s(v2), …, s(v
n
).

Triángulos equiláteros
En virtud de lo establecido anteriormente, se tiene que el triángulo uvw, orientado positivamente (en 
sentido antihorario), es equilátero si, y solo si:

  

det
0 1 −ζ

u v w
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

donde 
  
ζ = cos

2π
3

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟+ isen

2π
3

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟,  es decir:

w + z ⋅ u + z ⋅ v = 0.

Si el triángulo equilátero estuviera orientado negativamente, la condición sería: 

w + z ⋅ u + z ⋅ v = 0.

Si, al margen de la orientación, solo quisiéramos saber si el triángulo uvw es equilátero o no, en-
tonces el criterio sería:

(w + z ⋅ u + z ⋅ v) ⋅ (w + z ⋅ u + z ⋅ v) = 0

o sea:

u2 + v2 + w2 = uv + vw + wu.

Esta última identidad da una condición necesaria y suficiente para que el triángulo uvw sea equilátero. 

Las transformaciones
A continuación describimos las transformaciones del plano que con frecuencia se usan en la geo-
metría del mismo, en términos de operaciones de números complejos.

Traslación

La traslación es la isometría más simple y su expresión es de la forma:
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m(x) = x + b

donde β es un número complejo dado.

Rotación

La rotación alrededor del punto p y ángulo θ puede obtenerse como:

s(x) = m ⋅ (x – p) + p = m ⋅ x + (1 – m) ⋅ p

Aquí m = cos (θ) + isen (θ). Los pasos dados son: trasladamos para que p quede en el origen y x en 
x – p, rotamos x – p alrededor del origen barriendo un ángulo de amplitud θ y obteniendo m ⋅ (x – p), 
finalmente trasladamos para que el segmento de vértices 0, m ⋅ (x – p) se transforme en el segmento 
de vértices p,  m ⋅ (x – p) + p.

Reflexión

La reflexión respecto de la recta que pasa por u y v, u ≠ v, se obtiene usando la conjugación:

 
τ x( ) =

v −u
v −u

⋅
v −u
v −u

⋅ x −u( )+u =

 
=

v −u
v −u

⋅ x −u( )+u =

  
=

v −u
v −u

⋅ x +
vu− vu
v −u

.

En este caso los movimientos son: trasladamos para que el segmento uv se transforme en el seg-
mento 0(v – u), consecuentemente x queda en x – u; giramos para que el segmento 0(v – u) quede 
sobre el semieje de los números reales positivos; conjugamos, luego giramos y trasladamos reali-
zando los movimientos inversos para retornar el segmento uv a su posición original. 

Proyección ortogonal
Dado que la proyección ortogonal de un punto x sobre la recta que pasa por u y v es el promedio 
entre x y la reflexión de x respecto de dicha recta, se tiene: 

  
π x( ) =

1
2

x +
u− v
u− v

⋅ x +
vu− vu
u− v

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟.

Si la recta pasa por el origen, por ejemplo u = 0 se tiene:

 
τ x( ) =

v
v
⋅ x

y en este caso la proyección es:

  
π x( ) =

1
2

x +
v
v
⋅ x

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟.

La circunferencia unitaria
Como puede apreciarse, en la mayoría de las expresiones consideradas intervienen los números 
complejos y sus conjugados. Si estos números se toman en la circunferencia unitaria, en general, 
estas expresiones tienen formas más reducidas a partir de la identidad w = w–1, válida para los ele-
mentos de la circunferencia unitaria.
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Recta por uv 

La ecuación de la recta que pasa por la cuerda uv es:

x + uv ⋅ x = u + v.

En efecto, la ecuación implícita de la recta que pasa por la cuerda uv es:

  

det
u v x

u−1 v −1 x
1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

o bien operando:

  

det

u− v v x

v −u 1 uv x
0 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

es decir:

  

det
−1 v x

1 1 uv x
0 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

y desarrollando este determinante por la última columna se obtiene la ecuación anunciada.

Reflexión

Teniendo en cuenta que si ⏐u⏐ = ⏐v⏐ = 1, entonces:

 
v −u =

u− v
uv

luego la reflexión respecto de la recta por la cuerda uv está dada por:

t(x) = uv(x – u) + u = u + v – uv ⋅ x.

Proyección

La proyección ortogonal p(x) del número x sobre la recta que pasa por la cuerda uv está dada por 
el promedio entre x y su reflexión t(x), esto es:

  
π x( ) =

1
2

x +u+ v −uv ⋅ x( ) .

Cuerdas

La intersección de las prolongaciones de las cuerdas ab y cd en la circunferencia unitaria es:

  

ab c + d( )+ cd a+b( )
ab− cd

.

En efecto, basta resolver el sistema:

  

x + ab x = a+b

x + cd x = c + d

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
.
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Recta tangente

La recta tangente a la circunferencia unitaria en el punto a es la recta perpendicular al segmento 
0a que pasa por a. Se tiene que su ecuación está dada por:

a ⋅ x + a ⋅ x = 2.

Podemos además encontrar la intersección de dos rectas tangentes resolviendo el sistema:

  

a ⋅ x + a ⋅ x =2

b ⋅ x +b ⋅ x =2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

para obtener:

  
x =

2 b− a( )
ab− ab

=
2ab
a+b

.

Ortocentro

El ortocentro del triángulo abc inscripto en la circunferencia unitaria es:

a + b + c.

En efecto, teniendo en cuenta la ecuación de la recta perpendicular al segmento ab que pasa por c:

  

det

a b x − c

a b x − c
1 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=0

Tomando x = a + b + c se tiene:

  

det

a b a+b

a b a+b
1 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= det

a b 0

a b 0
1 1 −2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=

= –2(aa – bb) = 0

Del mismo modo se comprueba que a + b + c está en las rectas perpendiculares a los segmentos bc 
y ca que pasan por a y b respectivamente.

A

CB

J

O

a
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Problemas propuestos

1. Dados a y b complejos no nulos, mostrar que las raíces cua-
dradas de a ⋅ b están sobre la bisectriz del ángulo que forman 
los vectores a y b.

2. Hallar una expresión para la distancia desde un punto u a la 
recta de ecuación aw + aw + b = 0.

3. Los números 1 + 2i y –2 + 3i son vértices de un cuadrado. 
Hallar los posibles vértices y centros del cuadrado.

4. Sean abc y abd dos triángulos equiláteros, c ≠ d. Mostrar que 
c + d = a + b y que cd = a2 – ab + b2.

5. Sean a, b, c tres números complejos unitarios tales que  
a + b + c = 0. Mostrar que el triángulo abc es equilátero.

6. Mostrar que una condición necesaria y suficiente para que 
el triángulo abc sea equilátero es que:

  

1
a−b

+
1

b− c
+

1
c − a

=0 .

7. Descomponer el polinomio x9 – 1 en tres factores polinomia-
les, siendo cada factor de grado tres.

8. Si los vértices de un triángulo y su circuncentro están en una 
cuadrícula, mostrar que el ortocentro del triángulo también 
está en la cuadrícula.

9. Si a1, a2, …, a
n
 son los vértices de un polígono regular inscrip-

to en la circunferencia unitaria, mostrar que:

  

2ai ai+1

ai + ai+1

son los vértices de un polígono regular.  Aquí convenimos en 
que a

n+1 = a1.

10. Teorema de Pascal. Mostrar que, si un hexágono puede ins-
cribirse en una circunferencia, los puntos en las interseccio-
nes de las prolongaciones de pares de lados opuestos están 
alineados.
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ORIENTACIONES en la  
GEOMETRÍA ELEMENTAL

Tomos I y II  

José Araujo, Guillermo Keilhauer y Norma Pietrocola

Estos libros reúnen una serie de Notas escritas por matemáticos profesionales, con el fin de 
incorporar al área curricular algunas ideas importantes y temáticas interesantes, en forma clara 
y comprensible.

Pensemos que ya hay una gran audiencia de estudiantes de primaria y secundaria, incluso de 
maestros, profesores y padres, que se incorporan a los Torneos Geométricos y a Pensar con 
imaginación, y que reclaman por una Educación acorde con estos tiempos.

Estas Notas varían en su dificultad, e incluso dentro de un solo libro algunas partes requieren 
un mayor grado de concentración que otras. Así, aunque el lector necesita pocos conocimientos 
técnicos para comprender, deberá hacer un esfuerzo intelectual conforme con sus capacidades 
teniendo siempre este material a la vista.

José Araujo  |  Guillermo Keilhauer  |  Norma Pietrocola
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El abordaje de los contenidos de este libro no requiere conocimientos especia-
les, sino solo aquellos que integran el programa escolar elemental. No obstante, 
el texto propone un trabajo sistemático y no, una lectura somera; leerlo puede 
resultar di� cultoso pero cautivante, ya que cada problema representa un desa-
fío. Por lo tanto, si bien se necesitan pocos conocimientos técnicos para com-
prender la mayor parte del libro, usted tendrá que hacer un esfuerzo intelectual 
para elaborar hipótesis razonables en la interpretación de los enunciados.

Por otra parte, si usted hasta ahora solo se ha encontrado con la matemática en 
el trabajo de clase, debido a su formación, tenga en cuenta que un libro sobre 
matemáticas no se puede leer rápidamente. Tampoco debe esperar comprender 
todas sus partes en la primera lectura. Debería sentirse libre de saltarse seccio-
nes complicadas o difíciles y volver a ellas más tarde; verá que, a menudo, un 
argumento se aclara con una observación posterior. Por otro lado, las secciones 
que contienen materiales completamente familiares y conocidos se pueden leer 
con mayor rapidez.  
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Lección de Geometría.  El retrato de Luca Pacioli es una pintura atribuida al ar-
tista renacentista italiano Jacopo de’ Barbari, que data de alrededor de 1500. 

 

Para leer  este  libro no se requieren conocimientos especiales, sino sólo aquellos 
que están contenidos en el programa escolar elemental.  No obstante, este libro 
está escrito para leerlo sistemáticamente, es decir: siguiendo un camino trazado 
pero usando, de tu parte,  el sentido común; por esto, su lectura puede resultar 
algo duro, áspera pero desafiante.  Para facilitar tu trayectoria por el libro hay 
un variado  número de problemas  que motivan su pensar en aquellas cosas  en 
las que conviene detenerse o avanzar  más lentamente o incluso, detenerse para  
poner  atención  en  ellas.

Es por esto que el contenido está en los problemas propuestos como una in-
vitación a pensar con imaginación. Es la manera en que los autores desean in-
troducirte al maravilloso mundo de la Matemática y que contienen los conoci-
mientos básicos,  para la comprensión de los materiales ulteriores, tales como: 
definiciones, fórmulas, etc.  

La  solución  de  problemas tiene un valor significativo, en la medida que te 
permite la comparación con lo pensado para resolverlo. Éxito por el camino de 
“Orientaciones ….”

Pedidos a:           fenchu@oma.org.ar   
	    11 4826 8976  
	   +54 9 11 5035 7537

Ya estamos realizando envíos de todos nuestros títulos  
a todo el país bajo el sistema contra reembolso o delivery.    

¡Hacé tu pedido!
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Retorno a la
GEOMETRÍA 

H. S. M. COXETER
S. L. GREITZER

La obra que presentamos for-ma parte de nuestra colección Temas y Problemas al estilo de la Olimpíada Matemática, cuyos autores la escribieron para la prestigiosa colección de libros editados por la NML (New Mathematical Library) de la  Mathematical Associa-tion of America. Ahora lo ha-cemos con la convicción de que producirá un fuerte im-pacto entre los jóvenes parti-cipantes de la Olimpíada y de sus profesores entrenadores; abrigamos la esperanza que produzca el mismo efecto que en EEUU, donde, según la opinión de algunos matemáti-cos, contribuyen a dar un po-tente desarrollo al futuro cien-tífico en el largo plazo.
Nuestra expectativa tiene asi-dero en la confianza sobre las capacidades intelectuales de los jóvenes para buscar afa-nosamente la solución a los problemas, que rara vez re-

sulta fácil. Pero cuando la al-canza con esfuerzo, siente el éxito espiritual que le provoca y esta actitud queda incorpo-rada a su vida cotidiana para pensar y actuar. Semejantes valoraciones apuntan al al-cance de un importante pro-greso cultural del medio am-biente, como se ha mostrado en diversas realidades cultu-rales durante el siglo pasado.
Estos dos matemáticos tan importantes de las últimas décadas del siglo XX, fueron auténticos referentes para la formación matemática de los jóvenes en la etapa  pre universitaria.

Harold Scott 
MacDonald “Donald” Coxeter (1907-2003) Canadiense nacido en Gran Bretaña, fue considerado uno de los más gran-des geómetras del siglo XX. En su ju-ventud, compuso música y fue pianista a los diez años. Sentía que la matemá-tica y la música  estaban íntimamente relacionadas. Delineó estas ideas en un artículo  sobre «Matemáticas y Música» publicado en un diario canadiense.Trabajó durante 60 años en la Universi-dad de Toronto y en ese período publicó doce libros. Fue conocido por su trabajo sobre politopos regulares y geometrías de dimensiones superiores. Fue fer-viente defensor del enfoque clásico de la geometría cuando la tendencia era acercarse por vía del álgebra.En 1926 llegó al  Trinity College,  Cam-bridge, para estudiar matemáticas.  En 1928 obtuvo su BA (Bachelor of Arts), primer título universitario, y en 1931 su doctorado.  En 1932 se trasladó a la Uni-versidad de Princeton y durante un año se desempeñó como becario Rockefe-ller, donde trabajó con Hermann Weyl, Oswald Veblen y Salomon Lefschetz. En 1936 se trasladó a la Universidad de To-ronto, convirtiéndose en profesor titular. En 1948 fue elegido miembro de la So-ciedad Real de Canadá, en 1950 miem-bro de la Sociedad Real de Londres y en 1990, se convirtió en miembro ex-tranjero de la American Academy. 

Samuel L. Greitzer (1905-1988)
Fue un destacado matemá-tico norteamericano, presidente y funda-dor de la USA Mathematical Olimpiad (USAMO)*.  Fue el editor de la Revista matemática Arbelo y publicó numerosos artículos pedagógicos y de investigación. Nacido en Rusia, se trasladó a Estados Unidos en 1906, recibió su licenciatu-ra en 1927 del City College de la City University de Nueva York y su docto-rado en Yeshiva University. Allí ocupó importantes cargos académicos. Fue líder del equipo de EE.UU. para las Olimpíadas Matemáticas Internaciona-les durante los primeros diez años de la participación de EE.UU., y tomó parte en la formación de los equipos antes de los IMOS. 

La preocupación de Sam por los estu-diantes de gran talento fue permanente; solo la muerte puso fin a su devoción, a los 82 años.

*Desde el inicio esta competencia se celebra anual-
mente entre estudiantes de escuelas secundarias y 
resulta ser la ronda final de la American Mathema-
tics Competitions (AMC) (serie de concursos con 
problemas). La prueba final  USAMO determina la 
selección de EE.UU. para la IMO. 

 

Teoría, ejemplos y resolución de problemas, forman el triángulo de coherencia de toda enseñanza eficaz.

RE
TO

RN
O 

A 
LA

 G
EO

M
ET

RÍ
A

Retorno a la
GEOMETRÍA 

Problema de Apol
on

io

TEMAS Y PROBLEMAS AL ESTILO DE LA OLIMPÍADA MATEMÁTICA

Tapa RetornoAlaGeo_030513.indd   1

03/05/13   15:32

Olimpíadas de Mayo XVII al XXIV 
Patricia Fauring, Flora Gutiérrez –Red Olímpica–

Apología de un matemático  
Godfrey Harold  Hardy –Red Olímpica–

Godfrey Harold Hardy

Apología 
de un 

matemático
La Olimpiada Matemática Argentina tiene una lar-
ga trayectoria promoviendo esta disciplina entre 
los jóvenes estudiantes, pero pensar en ser ma-
temático conduce a mil preguntas que requieren 
respuestas, muchas de las cuales solo las pueden 
dar los matemáticos. No es tarea fácil. Por eso 
es interesante escuchar a aquellos que, como 
Godfrey H. Hardy, han escrito sobre sus experien-
cias y nos ofrecen su punto de vista. 

¿Qué hace cotidianamente un matemático? El mate-
mático es un hacedor de matemática. No obstan-
te, “nuestro desafío es hacer buena matemática” 
era la respuesta convencida del doctor Alberto 
González Domínguez, fi gura señera de la mate-
mática argentina durante cincuenta años del siglo 
XX. El libro de Hardy que hoy presentamos con-
tiene, precisamente, sus opiniones acerca de qué 
es la buena matemática. Como toda opinión, fue 
ampliamente discutida en el medio. 

Invadido por la consternación, en La apología de la 
matemática el autor muestra su realidad; es que en 
ese momento sufría una depresión. Sin embargo, 
su discurso es ágil y preciso, y sus ideas están ex-
presadas de manera concisa pero muy clara. Por 
ello este libro es ideal para provocar el debate, 
para disentir con sus argumentos, para estar en 
desacuerdo con Hardy. Consideramos que pue-
de ser muy útil para profesores de matemáticas 
de enseñanza secundaria que quieran fomentar el 
pensamiento crítico entre sus alumnos. Y, por qué 
no, para todo aquel que sea capaz de apreciar la 
belleza de las matemáticas. 

Hardy fue un sabio que le dio un estilo a la ma-
temática del siglo XX, como bien lo podemos 
apreciar en su libro principal, An Introduction to 
the Theory of Numbers (Oxford, Clarendon Press, 
1938), escrito junto con Edward M. Wright. Una 
obra que, seguramente, forma parte de la biblio-
teca actual de los principales referentes de esta 
comunidad académica.


