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Los nameros complejos en la geomelria del plano. Teorema de Ptolomeo.
Polencia

Problema 1 Dados los puntos u y ven la siguiente figura, calcular geométricamente la suma u +v. Evaluar
esta misma suma usando las formas binémicas de u y v obtenidas de la informacién que
brinda la cuadricula en la figura siguiente.

Solucién

Construimos el paralelogramo indicado a continuacién en la figura
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El nuevo punto, vértice del paralelogramo, es el niimero complejo u + v.
Por otro lado, dadas las posiciones de 0 y 1 en la figura, de la cuadricula surge que:
u=3+2,v=-1+2j

u+tv=3+2i+(-1+2i)=2+4i

Problema 2 Usando la figura del Problema 1, hallar geométricamente el producto u - vy comprobar
que coincida con el resultado que se obtiene si se usa la forma binémica.

Solucién

Para multiplicar geométricamente, encontraremos el argumento y el médulo del producto en for-
ma geométrica. El argumento del producto es la suma de los argumentos de los factores: si el
argumento de v es a.y el de v es 3, entonces el argumento de u - v es a + 3; en este caso, segun la
figura, o es el angulo 10u y 3 es el dngulo 10v. Trazamos la bisectriz del dngulo uOvy consideramos
w el punto simétrico de 1 respecto de dicha bisectriz. El argumento de w, o sea, el dngulo 10w, es
o + B3, que también es el argumento de u - v.




El nimero v - v estard ubicado en la semirrecta Ow. Para determinarlo serd necesario conocer su
mddulo.

Trazamos la circunferencia con centro en 0 que pasa por vy corta a la semirrecta u0 en el punto

s; luego trazamos la circunferencia que pasa por los puntos s, 1y uy que corta a la recta 01 en el
punto t, como se ilustra a continuacién.

Teniendo en cuenta la potencia de 0 respecto de esta tltima circunferencia, se verifica la identidad:

1] el = [s[ - ul.

Dado que |s| = |v|, resulta que |u-v| = |t| = |u] - |v|.
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De la figura surge que u - v =-7 + 4i. Si operamos con las formas binémicas, obtenemos:

B+2) (1+21)=3-(-1)+3-2i+2i-(-1)+2i-2[=-7+4i

angulo 106 y los nimeros b y c tienen igual médulo. Con los datos de la figura, hallar
la forma binémica de los nimeros complejos by c.
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Problema 3 Enla figura representada en la cuadricula, el nimero complejo a estd en la bisectriz del 1‘\
[ ]
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Solucion

Segln la cuadricula, el punto sin nombre marcado en la figura es -a, por lo tanto, la potencia de
0 respecto de la circunferencia es |a|? y debe coincidir con el valor obtenido si se evalda sobre la
cuerda 1c, es decir, c = -|a|* + 0 - i. El argumento de b es el doble del argumento de 4, por estar a
en la bisectriz de 10b, el médulo de b es igual al médulo de ¢, igual a |a|2. Resulta entonces que b

es g’y de la cuadricula surge que a = §+i de modo que:

Problema 4 Sea a un ndmero complejo no real. Mostrar que el hexdgono cuyos vértices estan da-
dos por:

2 2
1, a, a*, —|a| , =d, —
puede inscribirse en una circunferencia.

Solucion

Como a no es real, los puntos 1, g, —-a no estdn alineados. Podemos considerar la circunferencia
) ) )
que pasa por estos puntos, en la que destacamos las cuerdas que pasan por 01y Oa.




Teniendo en cuenta que la potencia de 0 respecto de la circunferencia es |a|?, en el extremo iz-
quierdo de la cuerda que parte de 1 tenemos el ntimero -|a|2 La mediatrizm de la cuerda -aa pasa
por el centro de la circunferencia, de modo que los puntos simétricos by c de 1y -|a|?, respectiva-
mente, estdn en la circunferencia. La mediatriz m es la bisectriz del dngulo b01; en consecuencia,
la cuerda -aa esta sobre la bisectriz del angulo 10c, vale decir que c tiene el doble del argumento
de a y su médulo es |a|2, debe ser ¢ = a*. Finalmente, b es de médulo 1, por ser el simétrico de 1
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Problema 5 Dados los niimeros complejos 0, 1y w, calcular geométricamente w'.

.W

Solucién

Marcamos -1 como el punto simétrico de 1 respecto de 0. Trazamos la circunferencia que pasa
por -1, 1y w. La semirrecta w0 corta a la circunferencia en el punto u de la figura.
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Marcamos el punto v simétrico de u respecto de la recta 0i. Consideremos la potencia de O respec-
to de la circunferencia, ésta puede ser calculada de dos formas, dando lugar a la identidad:

es decir:

El nimero v - w tiene médulo 1, dado que:
wev] = |wl - v = w] - Ju] =1

Los angulos marcados en la figura con la letra o son de igual medida, dos por ser opuestos por el
vértice y otros dos por ser simétricos respecto de la recta 0Oi.
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Resulta que la suma de los argumentos de w y v es de 360°, de modo que w * v es un niimero real
positivo de médulo 1; entonces, debe serw-v=1, 0 sea,v=w".
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Problema 6 Hallar, geométricamente, las raices cuadradas del nimero complejo v segtin los datos -
1 2
presentados en la figura.

0

2

>
.
Minae

[ ]
u

DE LEOMETRIA

Solucién

Tomamos los nimeros complejos que estén sobre la bisectriz del dngulo 10u y que tengan por
médulo a la raiz cuadrada del médulo de u.

Construimos primero la circunferencia de radio /|4l siguiendo los pasos que detallamos a
continuacién:

® Trazamos la recta 01 y marcamos v en su interseccidn con la circunferencia anterior.

%
® Trazamos la circunferencia con centro en 0 que pasa por u. 1‘\
[ ]

® Tomamos m el punto medio entre 1y v.

. . 7
® Trazamos la circunferencia C con centro en m que pasa por v.




® Trazamos la recta perpendicular a 01 que pasa por 0 y marcamos w en su interseccién con
la circunferencia C.

Si se tiene en cuenta la potencia de 0 respecto de la circunferencia C, resulta que |w| = /4.
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El nimero r, indicado en la figura precedente, tiene por argumento a la mitad del argumento de u
y por médulo a la raiz cuadrada del médulo de u, de modo que:
r’=u.

Teniendo en cuenta que (-r)? = r?, los nimeros ry -r son las raices cuadradas de u.

Problema 7 Describir qué transformaciones del plano representan las siguientes funciones:
1. Transforma wen -w.

2. Transforma wen w.

- * NOoTAS DF LEOMETR




Transforma wen -w.
Transformawen - w.

Transforma wen —i - w.

Transformawen u - w, donde u==+

1+J§i+1-J§i
2 T 2 7

Solucién

Teniendo en cuenta que la simetria central con centro en un punto c tiene la expresién 2c-w, la
primera funcién es la simetria central con centro en el origen 0.

Siw no es real ni imaginario, los nimeros w, W, -w, -w son los vértices de un rectangulo cuyos lados
tienen por mediatrices al eje real y al eje imaginario, como puede verse en la figura.

Esto sugiere que la segunda funcién representa la simetria respecto del eje real y la tercera funcién
representa la simetria respecto del eje imaginario.

La cuarta funcién es la multiplicacién pori. Como es un complejo unitario cuyo argumento es 90°,
esta funcién representa la rotacién de 90° en sentido antihorario alrededor del origen.

Claramente, la quinta funcién representa la rotacién de 90° en sentido horario alrededor del
origen.

Finalmente, en el punto 6 las funciones consisten en la multiplicacién por complejos unitarios
cuyos argumentos son 60°, 240°, 120°, 300°, es decir que representan las rotaciones correspon-
dientes en sentido antihorario alrededor del origen.

Problema 8 Siw es un complejo no nulo, mostrar que el poligono cuyos vértices son:

-1 1
W7_W7_7_=717_1
woow
es inscriptible. Hallar una expresién para el drea de este poligono.

Solucién
Es preciso considerar dos casos, seglin w sea imaginario o no lo sea.

. . .. . L. — T 1 .
Si w es imaginario, solo se obtienen 4 vértices, dado que —-w =w,-==—. En este caso, la circun-
woow

ferencia que pasa por 1, -1y w corta a la recta que pasa por wy 0 en el punto u.

EMAT,

g A
EEAVY:
g 3
2,

T
4

2
“inze

. * NOoTAS DE LEOMETRIA & -

&




EMAT,

Ry
&

WPIAD,

o

A

/‘05
)

b,

* NOoTAS DF LEOMETRIA &

—_
o

Denotando con a y b los médulos de w y u, respectivamente, se tiene que a - b =1 dado que a - b
es la potencia de 0 respecto de la circunferencia. Esto indica que u - w es de médulo 1y como los
argumentos de u y w suman 360°, resulta v - w = 1, es decir, u =w'. Los 4 vértices son los vértices
de un romboide cuyas diagonales miden 2ya +b = |w| + |w|.

w

Escribiendo el drea del romboide como el semiproducto de las longitudes de sus diagonales, en

este caso la expresién quedara:

| =[] +

i
Consideremos que w no es imaginario. Toda circunferencia que pase por 1y -1 serd simétrica
respecto del eje imaginario, pues éste coincide con la mediatriz del segmento de extremos 1y -1.
En este caso, la circunferencia que pasa por 1, -1 y w también pasard por -w, por ser este ultimo
el simétrico de w respecto del eje imaginario. Usando un argumento similar al del caso anterior,

. . 1
podemos ver que la recta que pasa por wy 0 corta a la circunferencia en —= y la recta que pasa
w




_ . . 1 .
por -wy 0, corta a la circunferencia en —. Los 6 puntos son los vértices de un hexdgono como el
que ilustra la figura.

Este hexdgono puede descomponerse en dos trapecios isdsceles con una base comdn. Las dimen-
siones de las bases y alturas de estos trapecios estdn indicadas en la figura:
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de modo que el 4rea del hexdgono estarad dada por:

2+|2Re 2+|2Re(w“)

— (W)| -|Im(w)|+—2 -’Im(w'1)|
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(1+|Re(w)|)-|lm(w)| +(1+|Re(w'1)’)- (W_1)|.
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Prablema 9 Los nameros complejosa, by, d son los respectivos vértices de dos segmentos perpen-
diculares y de igual longitud /. Hallar el drea del cuadrilatero que tiene por vértice los
ndmerosa +c,b+c,b+d,a+d.

Solucion

Conocidos g, b, cy d, las posiciones de los nimerosa + ¢, b + ¢, b+ d, a + d dependen de la posicién

del origen 0. En cambio, los promedios a;—c, b+c, b+d, a+d quedan bien determinados y son

2 2

cuadrildteros homotéticos.

e d

El dibujo muestra que se trata de un cuadrado. Para justificar esta afirmacién, partimos del hecho
de que ab y cd son segmentos perpendiculares y de igual longitud, lo que significa:

c-d==zi-(a-b).

De esto resulta que:

2 2

- =

a+d a+c d-c .b—a__H.( a+c)
2 2 2 2

a+c : . .
Esto muestra que los lados que concurren en - son perpendiculares y de igual longitud. Por
L. . a+b+c+d )
otra parte, las sumas de los pares de vértices opuestos coinciden en ——————, por este motivo
2
el cuadrilatero es un paralelogramo y, entonces, debe ser un cuadrado cuyos lados tienen por lon-

. / . . . ,
gitud a > la mitad de la longitud de los segmentos ab y cd. Finalmente, el cuadrado del enunciado

tiene drea /2, puesto que las medidas de sus lados son el doble que las del cuadrado de puntos
medios.

Prablema 10 En la figura, el cuadrado no sombreado comparte un lado de 1 cm con el tridngulo
equildtero. Hallar el drea del cuadrado sombreado.




Solucién

Podemos ubicar la figura de modo que los vértices del tridngulo coincidan con los ndimeros com-

14++/3i

plejos 0, 1y u= S como se indica a continuacién.
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Entonces, dos vértices en un lado del cuadrado sombreado son iy y 1; en consecuencia, el drea de
este cuadrado estd dada por:

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

v

lin=1]" =i - 2Re(in) +1=2++/3,

—
w

es decir, (2+\/§) cm?




Problema 11 Dado el nimero complejo a no nulo, construir un cuadrado con vértices g, b, ¢, d cuya
4rea sea igual a 2|a|?.

Solucién

Sirotamos g 90° en sentido antihorario alrededor del origen 0, obtenemos i - a; haciendo lo mismo
con i - a, obtenemos i* + a = -a y si hacemos lo mismo con -a obtenemos * - g = -ia.

Estos cuatro ndmeros son los vértices de un cuadrado cuya diagonal mide 2 - |a|, en consecuencia
su drea es 2|a|?.
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Problema 12 Silos ntimeros complejosay b, con b # +a, tienen el mismo mdédulo, mostrar que a + b
y a - b son perpendiculares. Reciprocamente, siag + by a - b son perpendiculares, mos-
trar que a y b tienen el mismo mddulo.

Solucién

Siay b son nimeros complejos con el mismo médulo, los ndmeros 0, a, a + by b son los vértices
de un rombo; por lo tanto, sus diagonales son perpendiculares. Por otro lado, 0,4, by b - a son
los vértices de un paralelogramo, de donde resulta que g + by b - a son vectores perpendiculares.

a+b
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Reciprocamente, si a + by a - b son perpendiculares, entonces, por cuestiones de arco capaz, el
origen 0 debe estar en la circunferencia que tiene por uno de sus didmetros el segmento de vértices
a+bya-b,y, consecuentemente, el centro en g, punto medio de dicho segmento.

Se concluye que a y b tienen el mismo médulo.

Problema 13 Supongamos que el tridngulo abc tiene el circuncentro en el origen de los nimeros
complejos. Mostrar que el ortocentro de abc es el punto a + b +c.
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Solucion

Larecta que uneacona+b+cesparalelaaa+b+c-a=0b+cylarectaqueunebconcesparalela =~
ac-b. Como by ctienen el mismo médulo, b + cy b - ¢ son perpendiculares (ver Problema 12).
En consecuencia, la prolongacién de la altura que parte desde a pasa por a + b + c. Este mismo
razonamiento se aplica a las otras alturas, por tanto, a + b + c es el ortocentro del tridngulo abc.

Problema 14 Usando solo un lapiz, sse puede marcar el ortocentro del tridngulo dado en la cuadri-

cula de la siguiente figura? jAlcanza el trozo de cuadricula presentado para marcar
el ortocentro?
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Solucién

Ubicamos el punto O de la cuadricula, que es el centro de la circunferencia circunscripta al
triangulo.

Si hacemos coincidir O con el origen de los nimeros complejos, los vértices del tridngulo que-
dan representados por nimeros complejos a4, b, ¢, de modo que el ortocentro puede calcularse
como la sumaa + b + c. Segtin la figura, para llegar al ortocentro partiendo desde el origen es
necesario subir 7 cuadritos y moverse 6 cuadritos hacia la izquierda. La respuesta al problema
es, entonces, que se podria marcar el ortocentro del tridngulo, pero el trozo de cuadricula no
alcanza.

Problema 15 Representar, usando regla y compas, los poligonos cuyos vértices son las soluciones
de la ecuacién x"= 1, paran=3,4, 5, 6.

Nota: Las soluciones de la ecuacion x" = a, donde n es un niimero natural y a un niimero complejo, se llaman raices
n-ésimas de a; en el caso en que a es igual a 1, se llaman raices de la unidad.

Solucion

Sin =3, se trata de calcular las raices ctbicas de 1, cuyo argumento es cero. Las raices ctbicas de

1 deben tener un argumento a tal que 3 - a.sea 0°,360°, 720°, es decir, a. es 0°, 120° 0 240°. Ade-

mas, las raices clibicas deben tener un médulo que, elevado al cubo, resulte igual a 1, dado que:
x[> = |e] =1

Con la informacién precedente podemos representar las raices cubicas a partir de sus respectivas
formas polares.

Construyendo dos tridngulos equildteros con el segmento -10 como lado comun, observamos que
los vértices indicados con wy v son dos de las raices ctbicas de 1.




Notar que se cumplen las identidades:
v=wrw=v v=w

El poligono que tiene por Vértices a las raices ctbicas de 1 es el tridngulo equildtero que muestra
la figura:

En forma similar, se pueden tratar los casos n =4y n = 6 para obtener el cuadrado y el hexagono
regular dados en la figura siguiente:

i

—i

3 NOTAS DE £50METRIA 8

El caso n =5 es un tanto mas elaborado. En este caso, los argumentos de las raices quintas son 0°,
72°,144°,216° y 288°. Dado que éstas son niimeros complejos de médulo 1, serd suficiente cons-
truir con regla y compds un angulo de 72° que tenga a la semirrecta 01 como uno de sus lados.
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Si denotamos con u a la raiz cuyo argumento es 72°, las raices restantes son u?, u°, u®, u°.

De los datos expresados en la figura precedente, surgen las identidades:

3= 2
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u =U
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Para construir las raices, bastara con construir su parte real de u, dada por a =

Dado que u # 1, de la identidad:
u-(T+u+w+uwd+u)y=u+uv*+u’+u*+1

surge que:
T+u+ru?+u+u*=0

w? +ur ut+u’
2 2

ay b por raices. Esta ecuacién esta dada por:

(x=a)(x=b)=x"-(a+b)x+ab.

Denotando con b = , podemos establecer una ecuacién cuadratica que tenga a

Calculamos:

2 2 4 4

b (u+u4) (u2+u3) Wt +ut +u W +ut vurd
7 = . = =

Entonces, a y b son las raices de la ecuacién:

1 1
X' +—x-—=0,
2
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J5 -1 ) J5+1

es decir, a =
4 4
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Con el valor de a podemos calcular la distancia entre u y 1 usando el teorema de Pitdgoras.

.z z 2 14 4
En el tridngulo rectangulo 01u encontramos que |u—d|=v1-a" y en el tridngulo rectangulo alu

5-5 .
vemos que |u 1| N2- > . Es conveniente observar que:

=1+
2 2

5-5 3-J§=1+(J§-1)2

2

Con esto vemos que la distancia desde u hasta 1, o sea |u -1|, puede obtenerse como la longitud

J5- 1

de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos midan 1y ——

La siguiente figura ilustra los pasos a seguir para construir la raiz u.
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Trazamos la circunferencia con centro en 0 y radio 1.

Trazamos el eje imaginario y marcamos i en su interseccién con la circunferencia.

o .
Tomamos el punto medio 5 entre/y 0.

Con centro en 5 trazamos la circunferencia que pasa por 1 y corta al €je Imaginario en v.

Con centro en 1 trazamos la circunferencia que pasa por vy esta corta la circunferencia con
centroen O en la u.

Los datos numéricos, en la figura a continuacién, justifican la construccién de u.
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Problema 16 Hallar las formas binémicas de las soluciones de la ecuacién x" = 1, paran=2,3, 4,
5, 6.

Solucién

Para n =2, las raices son 1y -1. Los casos restantes se pueden obtener a partir de las construccio-
nes del Problema 6.

Para n = 3, usamos la figura:

3 NOTAS DE £50METR
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—14+/3i =1=+/3i

Las raices son 1,
2 2
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Paran=4yn=6 delas figuras a continuacion,

o

se tiene que las raices cuartas son 1, i, -1, -/, y las raices sextas son:

11+J§i —14+/3i 1-1-J§i 1-/3i

2 2 2 2

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

Finalmente, para n = 5, usamos los datos de la figura:
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Las raices quintas son:

1\/§-1+\/10+2\/§' J5-14410=25i =5 -1-410=245i 5-1-10+25i
’ 4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 '

Problema 17 Construir con regla y compas las raices de las ecuaciones x* = -1 y x° = -1.

Solucién

n . , , .
Dado que |x| = |x|" para cualquier nimero natural n, las raices de estas ecuaciones son comple-
jos de médulo 1 por ser:

Construimos una raiz de -1, ya sea raiz quinta o raiz sexta, dividiendo su argumento de 180° en 5 partes
iguales o 6 partes iguales segtin corresponda y buscamos complejos de médulo 1 con esos argumentos.

En el Problema 6 vimos cémo construir geométricamente algunas raices de la unidad; en particu-
lar, las raices quintas y las raices sextas de la unidad son, respectivamente, los vértices del penta-
gono regulary el hexdgono regular que muestra la figura:




Si ay B son, respectivamente, las raices quinta y sexta de la unidad cuyos correspondientes ar-
gumentos son 72°y 60°, trazamos las bisectrices de los dngulos 10a y 10, las que cortan a la
circunferencia de radio 1y centro 0 en los puntos y y 9, respectivamente.

Teniendo en cuenta que los argumentos de yy 6 son 36° y 30°, resulta:
Y =-1,8=-1.

Es oportuno observar que las potencias y son los vértices de un decagono regular, en tanto que las
potencias de 0 son los vértices de un dodecagono regular.

En realidad, los vértices de estos poligonos son, respectivamente, las raices décimas de la unidad
y las raices duodécimas de la unidad. Es claro que las raices n-ésimas de -1 sean raices 2n-ésimas
de 1, dado que si x” = -1 entonces x*" = 1.

Tanto las raices décimas como las duodécimas pueden ser separadas en dos grupos,

Las raices décimas incluyen a las raices quintas de la unidad, estas son los vértices del pentagono
destacado en color rojo. Las raices restantes son los vértices de otro pentdgono destacado en co-
lor azul y son precisamente las raices quintas de -1.

Se observa que los vértices en el pentagono azul se pueden obtener multiplicando por y cada vér-
tice del pentagono rojo. El mismo andlisis es valido para las raices duodécimas.

Podriamos decir que la clasificacién realizada en cada caso se asocia con la factorizacién:
X0-1=0+1)-(x*-1)
X?-1=(x+1)-(x*-1)

También podemos considerar otras agrupaciones en el caso de las raices sextas de -1. Si p es una
raiz sexta de -1, entonces p3 es una raiz cuadrada de -1, es decir, p3 es i o -I.
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En la figura se agrupan las raices segun, elevadas al cubo, den como resultado i o -i.

Las raices que, elevadas al cubo, dan i, son los vértices del tridngulo coloreado en azul; las que
dan -i son los vértices del tridngulo coloreado en rojo. Esta descomposicién en raices cubicas de i
y raices cubicas de -i se asocia con la factorizacién:

X+ 1=03+10)(-1)

También podemos considerar p?, que es raiz ctibica de -1. Las raices ctibicas de -1 son las raices
sextas de la unidad, que no son raices cubicas de la unidad.
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Podemos descomponer ahora las raices sextas de -1 en tres grupos, segtin p2 sea -1, w, w.
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Las raices en la diagonal roja al cuadrado dan -1, las de la diagonal azul al cuadrado dan wy las
de la diagonal verde dan w.

Esta descomposicion en raices cuadradas de -1, w, w se asocia con la factorizacién:
X+1=0+1)" (¥ -w) (x¥*-w)
que puede escribirse como:
X+T=06+1) - X-x+1)

dando una factorizacién en polinomios con coeficientes enteros.

Problema 18 Si los nameros complejos g, b, ¢ son los vértices de un tridngulo equilatero, mostrar
que estos pueden ser obtenidos mediante una traslacién del conjunto de raices ctbi-
cas de un cierto nimero complejo.

Solucién

Sea g el baricentro del tridngulo. El tridngulo de vérticesa-g, b - g, c - gtiene a 0 como baricentro,
puesto que:

a-g+b-g+c-g 0

14+-/3i

Sea u= _T la raiz cibica de la unidad cuyo argumento es 120°. Se tiene:

W-(@-g=b-g u(b-g-c-g
de modo que:
@-2°=(b-2° (-9’

Denotando con d = (a - g)*, resulta quea-g, b-g, c - gson las raices clibicas de d. La traslacién que
transforma las raices en los vértices del tridngulo esta dada por t(x) = x + g.

Nota: Un resultado mds general puede ser establecido y su enunciado seria:

Los vértices de un poligono regular de n lados pueden obtenerse como traslacion de las raices n-ésimas de un cierto
niimero complejo.
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Las raices n-ésimas de un niimero complejo son los vértices de un poligono regular de n lados.
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Problema 19 Construir geométricamente las raices de la ecuacién:

X+6x2+12x+9=0

Solucién

La ecuacién puede escribirse como:
X+3:2:x+3:22-x+2°+1=0
o bien:
(x+2)=-1.

Las raices de esta ecuacién son las raices ctbicas de -1 desplazadas en dos unidades hacia la
izquierda.

Problema 20 Mostrar que si los niimeros complejos a, b, ¢, d son los sucesivos vértices de un para-
lelogramo, entoncesa +c=b +d.

Reciprocamente, si los nimeros complejos g, b, ¢, d verifican la identidad a + ¢ = b + d, entonces g,
b, ¢, d son los sucesivos vértices de un paralelogramo.

Solucién
a+c b+d

En la primera situacién, los puntos medios de las diagonales estan dados por — y —
Como se trata de un paralelogramo, las diagonales se cortan en sus puntos medios, es decir

aT-H:%, de modo quea +c=0b+d.

. ., i . . a+c b+d .
En la situacién de la reciproca, se cumple la identidad T, de modo que las diagonales

del cuadrilatero g, b, c, d se cortan en sus puntos medios.

La siguiente figura se utiliza para mostrar, en ambas direcciones, que una afirmacién es conse-
cuencia de la otra. Aqui o es el punto de interseccién de las diagonales.




a
Siab y cd son paralelos, los tridngulos abo y cdo son semejantes. Si, ademas, ab y cd tienen igual
longitud, entonces abo y cdo son congruentes; en tal caso, ab y cd se cortan en sus puntos medios.

Reciprocamente, si acy bd se cortan en sus puntos medios, entonces los triangulos abo y cdo son
congruentes, luego ab y c¢d son paralelos y de igual longitud.

Nota: Si a, b, ¢, d son los sucesivos vértices de un paralelogramo, entonces:
b+d
c=b+d—a=27—a,

es decir, si g, by d son conocidos, ¢ puede ser obtenido como el simétrico de a respecto del punto

medio de by d.
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Problema 21 Los ndmeros complejos g, b, ¢ son los vértices de un tridngulo equilatero si, y solo si,
verifican la identidad:

Solucion

Usaremos el hecho de que en un paralelogramo con vértices sucesivos a, f3, y, & se cumple:
aty=p+0

y también es valida la afirmacién reciproca (ver el Problema 10).

Los nimeros 0, a - b, a, b son los vértices de un paralelogramo, entonces los segmentos 0(a - b) y
ba son paralelos y de igual longitud. Por las mismas razones, los segmentos 0(b - ¢) y O(c - a) son
respectivamente paralelos y de igual médulo que cb y ac.

La siguiente figura ilustra la situacién.
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Siu= 5 es la raiz ctbica de la unidad cuyo argumento es 120°, resulta que:

b-c=u-(a-b),c-a=u-(a-b)

de modo que:

Como w- W =1, se tiene que:

Concluimos que:

+
a-b b-c
Para probar la afirmacién reciproca, denotemos p=a-b,qg=b-¢, r=c-a. Se cumple que:
1 1

p+g+r=0, l+—+—=0..
p q r

Ademas:

T _ar+prpg

p g r par

Entonces, gr + pr + pg = 0. Los ndmeros p, g, r son las raices de la ecuacién:

(x-p) " (x-q) (x=r) = 0.
Teniendo en cuenta la identidad:

(x=p) (x=q) (x=r) =X = (p+q+ P+ (pq + qr + rp)x - pgr

y puesto quep+q +r=0,pqg +qr+rp=0;p, g, rson las raices de la ecuacién:

X = pyr.

Ahora bien, como p es raiz de la ecuacién, w - p, u - p también son raices, y estas coinciden con gy
ren algin orden. Encontramos que p, g, r son los vértices de un tridngulo equildtero centrado en 0,
y tenemos presente que p + g +r=0. Como los lados del triangulo ab, bc, ca son paralelos a 0p, 0g,




Or, respectivamente, en conformidad con lo observado al comienzo de esta solucién, resulta que
los angulos de abc miden 60°; con esto, abc es equilatero.

Problema 22 Dados el tridngulo abc y un punto o, se hace rotar abc 60° alrededor de o, en sentido
horario o antihorario, y se obtiene el triangulo pgr, donde a se corresponde con p, b
con gy ¢ con r. Mostrar que:

1. Los puntos medios de ap, bq y cr son los vértices de un tridngulo semejante a abc.
2. Los puntos medios de aq, bry cp son los vértices de un tridngulo equilatero.

3. Los puntos medios de ar, bp y cq son los vértices de un triangulo equilatero.
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¢Qué relaciones hay entre las 4reas de estos tridngulos?

Solucién

Podemos elegir como origen el punto o y denotar con y el complejo unitario de argumento 60°. Los
puntos medios en el primer caso estan dados por:

DE LEOMETRIA 2

a+u-a_1+u,.a b+u-b_1+u,.b b+u-b_1+u.b

) )

2 2 2 2 2 2

Los vértices de este tridngulo se obtienen multiplicando los vértices de abc por el niimero complejo

+

3 . .
- cuyo argumento es de 30° y su médulo es B en consecuencia, el drea de este triangulo

Los puntos medios en el segundo caso estan dados por:

v
<
Qo
y 4
3 ,
es — del 4rea de abc. 1‘\
4 [

atu-b  b+u-c c+u-a

2 ) 2 M 2 . 29
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Este tridngulo es homotético al tridngulo de vértices:
atwu-b b+u-c ctu-a

Para ver si un tridngulo es equilatero, usamos el criterio con las raices ctibicas de la unidad, repre-
sentadas por 1, w?, u*.

atu-bruibru-c)+uictu-a)=
(T+w)-a+(u+u)-b+w+w)c=0

La suma precedente da cero, debido a que en la expresién cada raiz sexta esta sumada con su opuesta.

! w’

Como en el caso anterior, el tercer caso puede ser tratado en forma similar, considerando los
puntos dados por:

atw-c, btw-a, ctu-b.

En cada caso, las areas de los tridngulos de puntos medios son un cuarto de las respectivas areas
de los tridngulos dea+u-b,b+wu-cc+u-aya+u-cb+wu-a,c+w-b, que por ser ambos equi-
lateros pueden calcularse como:

V3

§|b—a+(c—b)u2, T|b—a+(a—c)u|2.

Por otra parte, el drea de abc puede calcularse como:
'I -
Z|(b-a)-(c-a)-(b-a)-(c-a)|.

Denotandox=b-a, y =c-a las tres expresiones de las dreas consideradas pueden escribirse como:

3 : 3

, 1 — -
e r=0u s el =X,

Teniendo en cuenta que 1 - w =W’y que u* = -, resulta:
[+ (-0l = [wxrwy| = [uf - Juixcry] = |-ueryl.
Calculando los cuadrados de los médulos:
ey = 2+ [yl - wy -y
= w2 = e+ Ly [P -y -y




El médulo de la resta, miembro a miembro, de estas expresiones es:
()55 =5 -

Consecuentemente, el médulo de la diferencia entre las areas de los tridngulos de puntos medios es:

l{\/_|xy—xy|=%-%|x}—;y|.

Se concluye que el médulo de la diferencia entre las areas de los tridngulos de puntos medios es
tres cuartos del area de abc.

Nota: Otros dos tridngulos equildteros pueden generarse usando la rotacion en sentido contrario, es decir, tomando
Y como complejo unitario con 300° de argumento, pero no se obtendria nada nuevo. jPor qué?

Problema 23 Un paralelogramo abcd se rota alrededor de un punto 90°, en sentido horario o anti-
horario, para obtener el paralelogramo pgrs, donde a, b, ¢, d se corresponden con p,
g, 1, s, respectivamente. Mostrar que los puntos medios de los segmentos ag, br, cs, dp
y los puntos medios de los segmentos as, bp, cg, dr son vértices de cuadrados. Mostrar
también que el médulo de la diferencia entre las dreas de estos cuadrados es igual al
area del paralelogramo.

Solucién

Usaremos el hecho de que, en un paralelogramo, las sumas de los pares de vértices opuestos
coinciden.
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Podemos suponer que el centro de la rotacién es el origen 0. En tal caso se tiene:
p=ia,q=i-br=i-c¢s=i-d
En lugar de los promedios podemos considerar las sumas, teniendo en el primer caso:
a+b-iib+c-i,c+d-i,d+a-i.
Si trasladamos este cuadrilatero restando a + bi, tendremos el cuadrilatero cuyos vértices son:
0,b-a+(c-b)i,c-a+(d-b),d-a+ (a-Db).
Comoa +c=b+d, resulta:
b-a+(c-b)i=id-a+(a-b)i)
c-a+(d-b)i=b-a+(c-b)i+d-a+(a-D>b)i.

Las identidades precedentes muestran que los vértices son de la forma 0, v, v + iv, iv, que son los
vértices de un cuadrado.

DE LEOMETRIA

El caso de los otros promedios se trata en forma andloga. Las areas de los cuadrados obtenidos
estan dadas por:

v

<
Yo-ar(c-b){, Lo-a+(a-d)i', |(b-a)({d=a)-(b-a)(d-a). 9
4 4 2 7

Poniendox=b-a,y=d-a, resultac-b=d-a=y,ylas dreas estdn dadas por:

T, o 1‘«

YRS —IX yi’ —Ixy Xy _

Desarrollando los cuadrados queda: 31
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%(|x|2 +|)/|2 +i(;y—x}))

%(|x|2 +|y|2 +i(x}—;y)).

Resulta claro que el médulo de la diferencia entre estas dos dreas es igual al drea del paralelogramo.

Problema 24 Dado un paralelogramo, construir dos cuadrados cuyas éreas difieran en el area del
paralelogramo usando regla y compas.

Solucidn
Ver el Problema 23.

Problema 25 Dados los ndmeros complejos a y b, hallar un complejo u tal que:
i)a, b, (1 -u)-a+u-bsean los vértices de un tridngulo equilatero.
ii)a, b, (1 -u) a+u-bsean los vértices de un tridngulo rectdngulo isésceles.

i) a, b, (1 -u) a+u-bsean los vértices de un tridngulo semejante al tridngulo de lados 3, 4, 5.

Solucién

Consideremos v un nimero complejo de médulo 1y argumento 6. Dado un complejo v, el produc-
to u - v coincide con el vector obtenido al rotar v en sentido antihorario alrededor del origen, hasta
barrer el angulo 0.

Notemos ¢ = (1 -u) -a +u - b, el tridngulo de vértices g, b, ¢ es isdsceles puesto que:
|(1=u)-a+u-b—d/=|u-(b-a) =|u-|b-d=|b-ad.

Ademas, el dngulo bac es igual al dngulo (b - a)0(c - a), pero c-a =u - (b-a)y el angulo es entonces

igual a 0.




++/3i

. 1 , _
Para resolver el problema bastard tomar u = > en el primer caso y u =i en el segundo caso.

Para el tercer caso, dado que el tridngulo necesariamente es rectangulo, podemos obtener c rotan-
do b 90° alrededor de a y contraer para que la relacién ab:ac sea 4:3.

.—__
-

~

c=§i(b—a)+a=(1—§i)'a+§i-b.
4 4 4

Es decir, u= ii.
4

Problema 26 Sean abcy pgr triangulos directamente semejantes. Mostrar que los baricentros de los
triangulos agr, bpry cpq son los vértices de un tridngulo semejante a abc.

* NoTAS DF LEOMETRIA 2
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Solucién

Existe un nimero complejo u tal que c=u-a + (1 - u) - by puesto que abc y pgr son directamente
semejantes, debe ser r=u - p + (1 -u) - q. El tridngulo que tiene los baricentros considerados como
vértices es directamente semejante al tridngulo de vértices:

a+tqg+nb+p+rc+p+gqg
calculando:
wa+qer)+(1-ub+p+r=ctu-q+(1-u)-p+r-
ctu-g+(-u)-pru-p+r(1-g)-g=c+tp+q.

De modo que el tridngulo formado con los baricentros es directamente semejante a abc.

Problema 27 Los lados del triangulo abc se dividen en tres partes iguales. Con puntos de la division
se forma el tridngulo pgr indicado en la figura.

c

a

Reconstruir abc a partir de pqr.

Solueién 1

Podemos expresar:




Se observa quep +g +r=a+b +c, de modo que abcy pqgr tienen el mismo baricentro o dado por:

a+b+c
0=——.
3

Si calculamos los puntos simétricos de p, g y r respecto de o, obtenemos:
20—p=ga+lb, 20—q=zb+lc, 2o—r=zc+la,
3 3 3 3 3 3

que son los puntos restantes en la divisién de los lados de abc.

Del andlisis precedente surgen los siguientes pasos para obtener la reconstruccién de abe.
Marcamos el baricentro o de pgr.
Simetrizamos pgr respecto de o para obtener el tridngulo stu.

Trazamos la recta pt que pasa por by c, la recta qu que pasa poray cy la recta rs que pasa
porbya.
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Sobre la figura precedente realizamos el tercer paso para obtener el tridngulo buscado, segtin se
ilustra a continuacién:

DE LEOMETRIA 2

Habiendo observado que abcy pqgr tienen el mismo baricentro o, trazando la mediana cmy teniendo
en cuenta que la relacién co:om es 2:1, encontramos, por el teorema de Thales, que ab es paralelo a qo.

<
\=
Qo
Z
Solueién 2 %

35




a

En forma similar puede mostrarse que bc es paralelo a ro y que ac es paralelo a po. Para reconstruir
abc, trazamos por r una paralela a go, por p una paralela a roy por g una paralela a po.
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Problema 28 Si, sobre los lados de un tridngulo abe, se dibujan tridngulos directamente semejantes,
acr, cbq y bap como se ilustra en la figura, mostrar que los tridngulos abc y pgr tienen
el mismo baricentro.
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Solucidn

Sea u un nimero complejo tal que r=u - a + (1 - u) - ¢; por ser los tridngulos dibujados directa-
mente semejantes, debe serg=u-c+ (1 -u) b, p=u-b+(1-u)-a; de estas expresiones resulta
prq+r=a+b+c

Nota: Los tridngulos podrian estar dibujados hacia el interior de abc, como en la figura.

Problema 29 Sobre los lados del triangulo opq se dibujan tridngulos equilateros, como muestra la
figura.
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Indicar cémo reconstruir opq a partir de abc.

Solucién

Se observa que si se rota g 60° alrededor de a en sentido horario, se obtiene o; si se rota 0 60° al-

rededor de b en sentido horario, se obtiene p; y si se rota p 60° alrededor de c en sentido horario,
se vuelve al punto g.

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &
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1-43i .
Sea u= fl la raiz sexta de la unidad cuyo argumento es 240°. Seguin lo que acabamos de ob-

servar, debe ser:
o=u-(g-a)+a
p=u(u-(g-a)ra-b)+b
g=u-W-(u-(g-a)y+a-b)y+b-c)+c
Dado que u* = -1y u? = -u, desarrollando la dltima igualdad se tiene:
g=u-(b-a)ra+u-(b-c)+c-gq,

es decir: _
u-(b—a)+a+u-(b-c)+c
5 .

q:

Resulta entonces que g es el promedio de u - (b-a) +ayu- (b-c) +c, el primero se obtiene al rotar
b 60° en sentido antihorario alrededor de g, el segundo se obtiene al rotar b 60° en sentido horario
alrededor de c.




Problema 30 Sobre los lados del triangulo pgr se dibujan cuadrados, todos orientados hacia el
exterior del tridngulo. Reconstruir pgr a partir de los centros a, b y ¢ de los cuadrados.
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Solucién

Dado que r se obtiene al rotar g alrededor de a 90° en sentido horario, p se obtiene al rotar r alre-
dedor de b 90° en sentido horario y g se obtiene al rotar p alrededor de ¢ 90° en sentido horario,
podemos poner:

r=-i-q+(1+i)-a

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

p=-i-r+(1+i)-b
g=-i-p+(1+i)-c




es decir que:
p=-i(-i-g+(1+i):-a)y+(1+i)-b=-q+(-i)-a+(1+i)-b
g=-i-(-q+(-i)y-a+(+i)-b)y+(1+i)-c=i~g-1+i)-a+(1-0)-b+1+i)-c

resulta:

4= —(1+i)'a+(11—_ii)~b+(1+i)-c _i-(c—a)+b.

En consecuencia, podemos obtener g rotando ¢ 90° en sentido antihorario alrededor a y luego
trasladarlo con b - a. La figura a continuacién muestra la construccién.
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A partir de g, por las rotaciones sucesivas indicadas al comienzo, encontramos graficamente los
vértices ry p.
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Nota: Se puede considerar el problema mds general de dibujar tridngulos directamente semejantes sobre los lados
de un tridngulo abc, como se indica en la figura a continuacion, y plantearse la posibilidad de reconstruir abc a
partir de pgr.
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P
Que los tridngulos alrededor de abc sean directamente semejantes significa que existe un nimero
complejo u no real tal que:
p=u-a+(1-u)-b
g=u-b+(1-u)-c
r=u-c+(1-u)-a
Este sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas puede ser resuelto usando la regla de Crd-
mer mientras el determinante de la matriz del sistema no sea cero. Por ejemplo:
p 1-u O
9

SEMAT,

V
&

_(prgr)- v’ —(g+2r)-u+r
3u’ = 3u+1

WAPIAD,
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6
ya que estos son los niimeros que anulan al determinante del sistema. En tal situacién, la recons-

truccién no es posible pues el sistema no tiene solucién o tiene infinitas soluciones.

en el caso en que 3u® - 3u +1 # 0. La reconstruccién es posible salvo cuando u =

Problema 31 Sobre dos lados del rectangulo abed se dibujan dos triangulos equilateros, tal como
muestra la figura.

a

Mostrar que el tridngulo cpg también es equildtero.




Solucién

Podemos trasladar la figura de modo que g quede en el origen, es decir, supondremos que a es 0.

+J§i

) L 1 )
En esta situacién, si u = > se tiene:

p=u-bg=un-dc=b+d
Como pgc estd orientado en sentido antihorario, pqc es equildtero si se verifica la igualdad:
wep+m-qg+c=0.

Teniendo en cuenta que w?> = -1, asi como las expresiones de p, g y ¢, tiene lugar la identidad
precedente.

Problema 32 Un tridngulo equildtero tiene sus vértices en circunferencias concéntricas de radios 1,
2y 3. Hallar el drea del tridngulo.
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Solucién

Podemos trasladar la figura de manera que el centro comtn de las circunferencias sea 0. Luego,
rotarla para que un vértice del tridngulo sea 1. Finalmente, podemos simetrizar la figura, si fuera
necesario, y suponer que el tridngulo estd en la parte superior del plano.

Indiquemos con u el vértice de médulo 3 y con v el vértice de médulo 2.

u

* NOoTAS DF LEOMETRIA &
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Consideremos u = 5 la raiz sexta de la unidad de argumento 60°. Si giramos 0 en sentido

horario 60° alrededor de 1, obtenemos ; si hacemos lo mismo con v, obtenemos u. Es decir que
el segmento wu se obtiene al rotar el segmento Ov en sentido horario 60° alrededor de 1.

u

Teniendo en cuenta que: |M| =1, u| =3y |u - M| =2, los puntos 0, uy u deben estar alineados,
es decir, u = 3 - u. El 4rea del tridngulo esta dada por:

§'|M—1|2=§‘|3‘M—1|2=7\/§

4
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Nota: De la relacion entre los radios de las circunferencias pueden surgir dos resultados correspondientes a la pre-
gunta del problema, por ejemplo, la figura ilustra el caso de radios 2, 3, 4.

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

Problema 33 Hallar la expresion del area del triangulo equildtero inscripto en tres rectas paralelas
donde dos consecutivas estdn separadas por distancias a y b.
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Solucién

Podemos suponer que los vértices del tridngulo son los ndmeros complejos 0, u, v. Escribiendo:

M
o
’\/,{

u=a+b+c, v=a+di,

de la identidad:

3 1++/3i
V= 5 u

resulta:

a=Re(v) =Re((

1+J§i " _a+b_£c
2 2 2

Es decir, C=fa, luego:
o’ = -(a2 +ab+bz)

y el drea del tridngulo sera:

V3

4

:_\3
=

|u] a2+ab+b2).

* NOoTAS DF ZFOMETRIA 2

Problema 34 Los ndmeros complejos a, b, ¢, d son los sucesivos vértices de un cuadrado. Si a es
de la forma 1 + ki, c es de la forma 9 + miy d de la forma 7 + [i, hallar el area de abcd.

N
N




Solucidn

Como g, b, ¢, d son los sucesivos vértices del cuadrado, a y ¢ son vértices opuestos; entonces, el

. , . a+c
centro del cuadrado tiene la forma 5 + hi por ser precisamente -

Desplazamos el cuadrado en direccién vertical hasta que el centro coincida con 5, es decir, trasla-
damos usando el vector asociado con -hi.

El centro es también el promedio entre b y d, de modo queda b es de la forma 3 + /i. Rotando a
alrededor del centro 90°, en sentido horario o antihorario, debemos caer en b, es decir:

(1+ki-S5)-i+5=3+1
(M+ki-5)-(-)+5=3+1i

En el primer caso, queda k=2 y/=-4; en el segundo caso, k=-2y/=4.

En cualquier caso, el 4rea estd dada por |b-al? =22+ 6 = 40.

Problema 35 Cuatro rectas paralelas pasan por los vértices de un cuadrado, siendo g, by c las suce-
sivas distancias entre rectas contiguas. Mostrar que a = cy hallar el 4rea del cuadrado
a partirdeay b.

Solucidn

Ubicamos la figura en el plano de modo que una recta esté sobre el eje imaginario y las restantes
pasando por los niimeros realesr=a, s =a +b,t =a + b + ¢, y de manera que los sucesivos vértices
del cuadrado tengan por parte real a los ndmeros 0, r, s y t, respectivamente.

El centro del cuadrado es promedio entre los pares de vértices opuestos del cuadrado, entonces
los pares O, ty r, s deben tener el mismo promedio m, lo que solo ocurre sia =c.

Como en el Problema 34, se puede encontrar dos vértices vecinos del cuadrado rotando el eje
imaginario 90°, tanto en sentido horario como en sentido antihorario, y tomar la interseccién con
la paralela al eje que pasa por r. Se obtendran dos soluciones, los vértices de un cuadrado son los
conjugados de los vértices del otro cuadrado.
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Notemos que los cuadrados quedan inscriptos en un cuadrado de lado t, como lo ilustra la figura.

r t—r

“Ungow

re-(t-r
Podemos calcular el drea de los cuadrados como t° —4M =2a* +2ab+b’.

Nota: En la situacion del problema, dados los valores a y b hay solo dos posiciones, salvo traslaciones, en las que
puede inscribirse un cuadrado entre las paralelas al eje que pasan por O y t, y una posicion es simétrica de la otra
respecto de una linea paralela al eje real.

* NOoTAS DF &LEOMETRIA 2

Problema 36 Problema de los cuatro cuadrados abisagrados (1826).

Hallar la relacién entre las areas de los cuadrados sombreados dados en la figura:
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Solucién

En la figura a continuacién, el punto ¢ se obtiene rotando el punto e 90° en sentido antihorario
alrededor de g, de modo que debe estar en la recta p que se obtiene rotando la recta r 90° en sen-
tido antihorario alrededor de a. En forma similar, el punto d se obtiene rotando el punto f90° en
sentido antihorario alrededor de b, de modo que debe estar en la recta g que se obtiene rotando
la recta r 90° en sentido antihorario alrededor de b.
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Podemos hacer la siguiente construccién: partiendo de un cuadrado y una recta r que pase por
uno de sus vértices, rotamos r alrededor de los vértices opuestos, a y b que no estdn en r, 90° en
ambos casos, de modo de obtener dos rectas paralelas, como en la siguiente figura.

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

Si rotamos el cuadrado inicial 90° en sentido antihorario alrededor de a y 90° en sentido horario al-
rededor de b, obtenemos una figura que puede ser completada a un cuadrado inscripto en las rectas




paralelas y que tenga un vértice en el punto o. Por la nota del Problema 35, hay solo dos cuadrados
inscriptos en las rectas paralelas que tengan a o como uno de sus vértices: el que se obtiene comple-
tando la figura anterior y el simétrico de este respecto de la recta paralela a r que pasa por o.

El drea del cuadrado mayor es cuatro veces el area del cuadrado menor.
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Problema 37 Calcular las longitudes de las diagonales de un pentdgono y un hexagono, ambos
regulares y de lado 1.

Ungowd

o

2
S
b,

Solucién

Todas las diagonales del pentdgono regular tienen un mismo valor d. En el hexdgono regular hay
diagonales que miden el doble del lado y otras que toman un valor e. La figura ilustra la situacién.

Como se trata de poligonos inscriptibles, es decir, por sus vértices pasa una circunferencia, pode-
mos aplicar el teorema de Ptolomeo a los cuadrildteros sombreados dados en la figura.

Resulta:
#=d-1+1-1=d+1
e2=2-1+1-1=3

* NOoTAS DF &LEOMETRIA 2

N
o

\/§2+1’e=\/§'

Entonces, d =




Problema 38 si un tridngulo equildtero estd inscripto en su circunferencia mostrar que, para un
punto P en la circunferencia, la mayor distancia desde P a los vértices del tridngulo es
igual a la suma de las dos distancias restantes.

Solucién

Con las notaciones en la figura,

debemos mostrar que ¢ = a + b. Aplicando el teorema de Ptolomeo al cuadrildtero cuyos vértices son
Py los vértices del tridngulo equilatero de lado /, se tiene:

cil=a-l+b-I=(a+b)-I

Luego, c=a +b.

Problema 39 Los vértices del pentagono regulary el punto de la figura estan en una circunferencia.
Mostrar que la suma de las longitudes de las cuerdas dadas en color azul es igual a la
suma de las longitudes de las cuerdas dadas en color rojo.

Solucién

Indicando con /'y d, respectivamente, la longitud de los lados y la longitud de las diagonales del
pentdgono, podemos proceder como en el Problema 38 para establecer la identidad:

dr=d-1+P

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

o bien:




Aplicando el teorema de Ptolomeo a los cuadrildteros indicados en la figura, donde g, b y ¢ denotan
las longitudes de las cuerdas rojas y ey f, las longitudes de las cuerdas azules:

resulta:
(@a+b)-d=c-I, (e+f)-I=c-d,

con lo que:

D,
a
.

e+f—(a+b)=c-(%——)=c,
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donde la segunda igualdad surge de la observacién realizada al comienzo de la solucién respecto
de las longitudes del lado y la diagonal del pentdgono regular.

Problema 40 Los nimeros a, b, ¢, d son los vértices de un cuadrilatero. Mostrar que los baricentros de
los tridngulos bcd, cda, dab y abc son los vértices de un cuadrilatero homotético a abcd.

¢
b
d
a
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Solucién
Los sucesivos baricentros estan dados por:

b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

> ) M

3 3 3 3

Estos también pueden ser expresados como:

a+b+c+d_la a+b+c+d_lb a+b+c+a’_lc a+b+c+d_ld
3 3’ 3 37 3 37 3 37

. S, . 4 1 , 1 .
es decir, son las respectivas imagenes de la homotecia h(x)= go—gx de razén 3 y que tiene por
a+b+c+d

centro el punto o= 2

Problema 41 Los ntimeros complejos g, b, ¢, d, e son los puntos medios de los lados de un pentago-
no. Hallar los vértices del pentagono.
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Solucidn 1
Sea p el vértice del pentdgono en los lados de este que tienen los puntos medios ey a.

Los sucesivos puntos del pentdgono pueden ser obtenidos a partir de p usando las simetrias res-
pecto dea, b, ¢, d y e; estos son:

2a-p,2b-(2a-p), 2c-(2b-(2a-p)),
2d - (2c- (2b- (2a-p))), 2e-(2d- (2c-(2b- (2a-p))))
El dltimo debe ser igual a p, o sea:
p=2e-2d+2c-2b+2a-p
o bien:

p=e-d+c-b+a.

* NOoTAS DE LEOMETRIA 2

Teniendo en cuenta la relacién entre los vértices de un paralelogramo (ver el Problema 20) y no-
tandog=c-b +a, resultap=e-d+q, de modo que podemos obtener g simetrizando b respecto
del punto medio entre a y ¢, luego obtener p simetrizando d respecto del punto medio entre ey q.
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La figura muestra la construccién de p.

“Ungoud

Solucion 2

Supongamos que o, p, g, 1, s son los vértices del poligono a construir de modo que los puntos 4, b,
¢, dy e estan dados por:

0+P P+q q+r r+s s+o
27 27 27 27 2°
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Construimos el pentdgono auxiliar, cuyos vértices son los promedios:

a+c b+d c+e d+a e+b
27 2727 27 2
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Se tiene:

[
2
>

atc _o+p+q+r o+p+q+r+s_ls_
2 4 4 4

i(o+p+q+r+s)_ls
4 5 4
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S=5(o+p+q+r+s)_4(a+c).

4 2

o+p+qg+r+s

Notando m = y h(x) = 5m - 4x la homotecia de razén -4 y centro m, resulta:

h(a—“) =s.
2

Procediendo en forma andloga, se pueden comprobar las identidades:

et

2 2 2 2

El pentagono buscado se obtendra aplicando la homotecia h al pentdgono auxiliar, solo se nece-
sita ubicar el centro m.

Dado que la homotecia debe transformar los puntos medios de los lados del pentdgono auxiliar
en los puntos g, b, ¢, d, e, podemos ubicar m en la interseccién de dos rectas que unan vértices co-
rrespondientes seglin la homotecia, como se ilustra en la siguiente figura.

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &




hA

)

2

Z
P

Finalmente, transformamos el pentagono auxiliar mediante la homotecia h para obtener el penté-
gono buscado.
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Problema 42 Los ndmeros complejos a, b, ¢, d, e, fson los vértices de un hexdgono. Los puntos o, p,
g, r, s, t son los baricentros de los tridngulos abc, bed, cde, def, efa, fab. Mostrar que los
tridngulos ogs y prt son congruentes.
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Solucion

Teniendo en cuenta que:
o+r p+s q+t a+b+c+d+e+f
2 2 2 2 ’
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atb+c+d+e+f

2
es decir que transforma el tridngulo ogs en el tridngulo prt.

Y,

0
g

resulta que la simetrfa respecto del punto m = transformaoenr,pensygent,

Problema 43 Dados el tridngulo abcy el segmento pq en la figura, construir, usando GeoGebra, un
triangulo pgr que sea directamente semejante a abc.

DE LEOMETRIA 2

Solucién

Hay varias maneras de hacerlo: que ab se corresponda con pg, que bc se corresponda con pg, o que

similar.

Qo
ca se corresponda con pg. Haremos la primera manera, las restantes se pueden resolver en forma 1!\

Marcamos el vector con origen en a y terminal p, con este vector trasladamos abc de modo que a

. 55
coincida con p.




Luego trazamos la bisectriz del &ngulo bpg, reflejamos el triangulo dos veces: primero respecto de
la bisectriz, luego respecto de la recta pq.
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Finalmente, en el dltimo tridngulo trazamos las semirrectas pq y pc y una paralela a bc que pase

por q.

De esta manera encontramos el tridngulo pgr buscado.

* NOoTAS DF &LEOMETRIA 2

Problema 44 Dados el punto p y conjunto C, para cada punto g en C se marca un punto r tal que
el tridngulo pgr quede recorrido en sentido horario, pg = pry el dngulo en el vértice g
sea 0. Determinar el lugar geométrico de los puntos r al variar g en C.
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Nota: Dado el segmento pq, hay dos tridngulos isosceles que tienen a pq como uno de los lados iguales y con dngulo
0 en el vértice q. Estos tridngulos se muestran en la figura:
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Decimos que el tridngulo pgr esta orientado en el sentido horario, porque, al movernos desde p
hasta g, desde g hasta r y desde r hasta p, estamos girando como las agujas del reloj; en cambio,
pgs queda recorrido en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Solucién
Si tomamos » un ndmero complejo unitario de argumento 0, podemos expresar:
r=u-(p-g)tq=u-p+(1-u)-q.

Sinotamosa=1-u,b=u-p,resultar=a-q+b, es decir que los puntos r se obtienen por trans-
formar los puntos g en C mediante la similitud f(x) =a - x + b.

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

En el caso del problema, la figura estd formada por un semicirculo y un tridngulo. Para construir
la transformacién de la figura, bastard con transformar los vértices del tridngulo usando los datos
geométricos y, por ejemplo, un procedimiento similar al del Problema 43.




Las sucesivas transformaciones que la similitud f(x) = a - x + b le produce a una figura pueden des-
cribirse como sigue:

1. Larota alrededor del origen en sentido antihorario barriendo un angulo equivalente al ar-
gumento de a.

Luego, la transforma con una homotecia con centro en el origen y razén igual al médulo
dea.
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3. Finalmente, la traslada segun el vector b.

b,

En el caso de este problema, teniendo en cuenta quea=1-u, b=u-p,ysiendo u como en la figura:

. ., 3m+0 i
Puede apreciarse que el angulo de rotacién es 5 (compruebe esto) y el médulo de 1 - u es

menor que 1, motivo por el que la figura transformada es mas pequena.

* NOoTAS DF LEOMETRIA &

Problema 45 La figura muestra un cuadrado de 2 cm de lado. Otro cuadrado comparte un vértice
con el anterior y tiene otro vértice sobre un lado de este. Hallar el drea del tridngulo
sombreado.
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Solucién

En la siguiente figura, el punto b se obtiene al rotar el punto g 90° en sentido antihorario alrededor .~
del punto variable ¢ sobre el lado del primer cuadrado.
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Por lo visto en el Problema 44, al moverse ¢ en el lado pg, el punto b recorre un segmento cuyos
extremos serdn los puntos asociados con p y g, respectivamente, esto es: cuando ces p, bes gy
cuando ces g, b es el punto que se obtiene de rotar g 90° en sentido antihorario alrededor de g.

2cm
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Se observa que b recorre un segmento paralelo a la diagonal del cuadrado que parte desde el vér-
tice p, en consecuencia, el drea del tridngulo es de 2 cm?.

Problema 46 El circuncentro o del tridngulo abe se refleja en los puntos p, g, r respecto de las rectas
que determinan los lados del tridngulo, situacién que muestra la figura.
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i) Mostrar que las rectas ap, bq y cr son concurrentes en sus puntos medios.

i) Mostrar que los tridngulos abcy pgr son congruentes.

Solucién

i) Fijamos el origen en el centro o de la circunferencia circunscripta y también podemos asu-
mir que el radio de esta circunferencia es 1. En esta situacién, las reflexiones de o vienen
dadas porp=b+c,q=c+a,r=a+b, porlo que los segmentos ap, bq y cr concurren en sus

a+b+c
2

respectivos puntos medios, en un punto dado por

.. . ) i a+b+c
i) Del andlisis precedente resulta que la simetria puntual con centro en — transforma

el triangulo abc en el triangulo pgr, lo que muestra que son tridngulos congruentes.

Problema 47 El ortocentro o del triangulo abe se refleja en los puntos p, g, r respecto de las rectas
que determinan los lados del tridngulo, situacién que muestra la figura.
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DE LEOMETRIA 2

i) Mostrar que p, g y r estan en la circunferencia circunscripta a abc.

i) Mostrar que el hexdgono arbpcq tiene el doble de area que abe.

Solucién

i) Fijamos el origen en el ortocentro o y asumimos que el radio de la circunferencia circunscrip-
ta al tridngulo es 1. En este caso, teniendo en cuenta que o puede obtenerse comoa + b +c¢,

p=b+c-bcla+b+c)=-abc

v
<
7
las reflexiones de o vienen dadas por: 1‘\
[ ]

g=c+a-ca(a+b+c)=-abc

r=a+b-ab(a+b+c)=-abc o1
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Como el médulo del producto es el producto de los médulos, queda claro que p, gy r son
complejos de médulo 1, luego estédn en la circunferencia circunscripta al tridngulo abe.

i) La figura a continuacién,

muestra que el hexdgono puede descomponerse en tres romboides y, a su vez, cada rom-
boide en dos tridngulos congruentes. Observando que tres de estos tridngulos descompo-
nen a abc, se concluye que el area del hexdgono es el doble del drea de abc.

Problema 48 Un punto p se hace rotar 45° en sentido antihorario alrededor de cada uno de los
vértices de un poligono de 60 cm? de drea y 70 cm de perimetro. Hallar el drea y el
perimetro del poligono cuyos vértices son los puntos que se obtienen al realizar las
rotaciones sobre p.

Solueién _
Tomemos el nimero complejo unitario u =% de argumento 45°. La rotacién de p alrededor de
un vértice v del poligono esta dada por la expresidn:

u-(p-v)y+v=u-p+(1-u)-v

Podria decirse que las rotaciones de p también pueden ser obtenidas como los transformados de
los vértices del poligono mediante la similitud dada por la funcién f(z) =a-z+b, dondea=1-uy
b =u - p. En consecuencia, el poligono obtenido es semejante al poligono dado, siendo la razén de

semejanza el médulo de g, es decir 1—m =V2-+2.

V2
El drea y el perimetro del poligono construido seran: (2—\/5)'60 cm® y y2-+/2-70cm.

La siguiente figura ilustra la situacién.




Problema 49 Los ndmeros complejos a, b, ¢, d, e son los sucesivos vértices de un pentdgono regular
centrado en el origen. Mostrar que:

a’=b=c=d° =e° =abcde.
Evaluar las expresiones siguientes:
s,=atb+c+d+e
s,=a’+b’+c+d +e
s,=a+b++d+ e
s,=at+bt+ct+di+et
p,=ab +ac+ad +ae +bc+bd +be +cd+ce+de
p, = abc + abd + abe + acd + ace + ade + bcd + bee + bde + cde

p,= abed + abce + abde + acde + bede

Solucién

Denotemos con & la raiz quinta de la unidad dada por el niimero complejo unitario de argumento 72°.

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &
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Cada vértice del pentdgono se obtiene multiplicando por § al vértice vecino ubicado antes en el
sentido antihorario. Esto permite escribir una tabla de identidades siguientes:

a=a
b==Ea
c=E%a
d=E8%a
e==8%
Multiplicando miembro a miembro las igualdades precedentes, resulta:
abcde = E'°a° = a°
Del mismo modo, podemos mostrar que las potencias b°, ¢, d*, e° coinciden con abcde.
Por otra parte, si sumamos miembro a miembro las igualdades de la tabla, tendremos:
atb+c+td+e=(1+E+E+E+E)a
Como & =1yE = 1, de la identidad:
E(+E+E+E+EN=(E+E+E+E+1)
se desprende que 1 +E + &>+ E* + E* = 0, entonces, s, = 0.
De manera similar podemos ver que s, = s, = s, = 0; solo hay que tener presente que &° = 1.
Veamos p, = 0 nuevamente usando la tabla.
p, =aka + a&%a + a&’a+ a&'a+ Ea&’a + EaS’a + Eat'a + E%ab’a + E’at'a + + E’aEla =
=g2(§+§2+§3+§4+§3+§4+1 + 1 +§+§2)=0

Andlogamente se ve que p, = p, = 0. Si denotamos p, = abcde, no es dificil establecer la identidad
polinomial:

(x-a)(x-b)(x-c)(x-d)(x-e) =X = px* + pxX° - pX*+p,x~p..

Identidad que vale, en general, pero en el caso en que g, b, ¢, d, e sean los vértices de un pentagono
regular, la ecuacién queda:

(x-a)(x-b)(x-c)(x-d)(x-e) =x* - p..

Esto indica que los vértices del pentdgono regular son las raices quintas de un ndmero, en este
caso, de p..

Nota: Este resultado puede ser extendido al caso de poligonos regulares con n vértices.

Problema 50 Sea abcdefg un heptdgono regular. Mostrar que los puntos:

a-b+c,b-c+d,c-d+e,d-e+fe-f+g,f-g+a,g-a+b

son los sucesivos vértices de un heptagono también regular.

Solucién

Observar que a, b, ¢, a - b + ¢ son los vértices del paralelogramo construido sobre los lados ab y be
del poligono que tiene a g - b + ¢ como vértice opuesto a b.




Si asumimos que el heptdgono estd centrado en el origen, como en el caso del Problema 49, pode-
[e]
mos conectar sus vértices mediante una raiz de la unidad § de argumento S entonces:

Ea-b+c)=8a-Eb+E=b-c+d.

Esta identidad y las similares correspondientes muestran que los vértices del nuevo pentagono
también estdn conectados mediante &; en consecuencia, es un heptdgono regular.

Nota: Con excepcion de n = 3, 4, 6, este resultado es vdlido para cualquier poligono regular de n lados y sirve para

mostrar que no es posible inscribir un poligono regular de n lados en un reticulo plano, salvo que n = 3, 4, 0 6. Un

reticulo es como una cuadricula, pero con paralelogramos en lugar de cuadrados.

Problema 51 Enla siguiente figura hay dos cuadrados y dos paralelogramos. Hallar el angulo entre
las diagonales de los paralelogramos que se indican en dicha figura.
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Solucién

Si ubicamos el origen en el vértice comtn de los cuadrilateros y asignamos a y b a dos vértices
como se indica a continuacion,

la diagonal en la parte inferior tiene la direccién de a + b, la diagonal en la parte superior es paralela
aib- (-ia) =i(a +b), peroa +b e i(a + b) son perpendiculares.
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APENDICE

Para trabajar esta Nota de Geometria, se requiere de cierta familiaridad con los niimeros complejos;
no obstante, algunos conceptos basicos serdn incluidos en este apéndice.

Los ndmeros complejos seran tratados como puntos del plano coordenado o como vectores que
parten desde el origen, sin considerar notaciones diferentes para cada caso.

Denotaremos con C el conjunto de los nimeros complejos y con R el conjunto de los niimeros
reales.

Las operaciones, el conjugado y el médulo

Los ndimeros complejos tienen una forma bindmica dada como a + bi, donde a y b son niimeros rea-
les. A partir de esta forma se pueden dar las operaciones de suma y producto de nimeros com-
plejos como sigue:

Suma
a+rbi+c+di=(a+c)+ (b+d)i
Producto

(a+bi):(c+di)= (ac-bd) + (ad + bc)i

R
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Tanto la suma como el producto son operaciones asociativas, conmutativas, con elemento neutro
y con inverso, con la excepcién de cero en el caso del producto. Estas propiedades se sintetizan en
la siguiente tabla donde u, vy w son nlimeros complejos, con u = a + bi.

AP1ADy

Propiedad Producto

Asociativa u-v)y-w=u-(v-

Conmutativa

Elemento neutro

Inverso

Ademas se cumple la compatibilidad de suma y producto dada por:

u-(v+w)=u-v+u-w

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

Los nimeros complejos de la forma a + 0 - i = a son los que forman el llamado eje real y los de la
forma 0 + bi = bi son los que forman el eje imaginario.




imaginario

eje real

Cada ndimero complejo se asocia con un punto del plano coordenado, esto es, a + b se correspon-
de con el punto de coordenadas (a, ). Con este enfoque, podemos ilustrar los conceptos de mddulo
y de conjugado de un ndimero complejo.

El médulo es la distancia entre el nimero complejo en cuestién y el cero.

a+bi
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El conjugado es el punto simétrico respecto del eje real.
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Siw =a + bi, usaremos |w| para indicar el médulo de wy w para referirnos al conjugado de w, es
decir: [w|=a’ +b*,w=a—-bi.
Los niimeros complejos de médulo 1 suelen llamarse complejos unitarios.
Conservando las notaciones precedentes, se verifican las propiedades siguientes:
wew=|wl|?
vl =[] - Jwl
viw=vtw

V wW=Vv:-w

La distancia entre dos niimeros complejos vy w estd dada por el médulo de la diferencia, esto es,
v-w| = |w-v].

El lado geométrico de las operaciones

Si cada ndimero complejo w se identifica con el vector con origen en 0 y extremo en w, entonces la
suma de los complejos vy w se obtiene como la suma de los vectores correspondientes, siguiendo
la regla del paralelogramo.
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Teniendo en cuenta que se forma un tridngulo con vértices 0, vy v +w, podemos observar la cono-
cida desigualdad triangular:

[vawl s [v| + |wl.

DE LEOMETRIA

Conviene tener en cuenta que la distancia entre v + wy v estd dada por |v+w-v| = |w|.

Para tratar el producto de nimeros complejos desde el punto de vista geométrico, es necesario
considerar la forma polar que se presenta a continuacion.

<
7
La forma polar

Ademas de la forma binémica de un ndimero complejo, para un niimero complejo distinto de cero, 1!\

existe la forma polar, dada por el médulo y el argumento. Este ultimo es el valor del dngulo que se
forma desde el semieje de los reales positivos hasta el vector que representa el nimero complejo,
medido en sentido antihorario. El argumento se toma mayor o igual que 0 y menor que 2. 69
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cos (o) + isen (o)

La forma polar estd dada por:
w=|w| - (cos (a) +isen (o))
Considerando un complejo v en su forma polar:
v=|v| - (cos (B) * isen ()
el producto v+ w puede expresarse como:
v-w=|v| - |w| - (cos (B) +isen (B)) - (cos () +isen (cr))

Para obtener la forma polar del producto, dado que |v-w| = |v| - |w|, resta hallar el argumento
Y de v w que debe verificar:

cos (y) +isen (y) = (cos (B) +isen (P)) - (cos (o) + isen (cr))

es decir:

cos (y) = cos (B) - cos (ar) - sen (P) - sen (o)

sen (y) = cos (B) - sen (at) +sen (B) - cos (ct)

En virtud de las férmulas para el seno y el coseno de la suma de dos dngulos, resulta quey= a +f
sia+tP<2moy=a+P-msia+f>2m.

El producto v w puede interpretarse como rotar w en sentido antihorario hasta barrer un dngulo
de amplitud a y luego multiplicarlo por el médulo de v.




La figura precedente ilustra un producto de los nimeros complejosv =3 +i, w=-1+2i.

Teorema de Ptolomeo

Es oportuno enunciar el teorema de Ptolomeo, a partir del cual se pueden establecer las expresiones
para el seno y el coseno de la suma de dos angulos, expuestas anteriormente.

El cuadrildtero ABCD puede inscribirse en una circunferencia, si, y solo si, se verifica:

AB x CD + BCx DA =AC x BD

Potencia

El concepto de potencia de un punto respecto de una circunferencia puede ser (til cuando se trata
de realizar operaciones geométricamente, tales como raiz cuadrada, productos, inverso, etcétera.

La potencia de un punto P respecto de una circunferencia es el valor constante que resulta de multiplicar las longi-
tudes de los segmentos PQ y PR, donde Q y R son los puntos en los que una recta, que pasa por P, corta a dicha
circunferencia.
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Punto medio y baricentro

, VAW
El punto medio del segmento vw puede obtenerse como el promedio

En la siguiente figura se observa que 0, v, v + w, w son los vértices de un paralelogramo. Dado que
las diagonales de un paralelogramo se cortan en sus puntos medios, resulta que el punto medio

. V+w
de vw es precisamente

0

. . CUHVHW
El baricentro de un tridngulo uvw puede obtenerse como el promedio ——— .

Para mostrar la afirmacién precedente, veamos que los puntos que dividen en tres partes iguales
2v+w v+ 2w

3

Consideremos Py O los puntos que dividen al segmento vw en tres partes iguales. Si por Py O se
trazan paralelas a los vectores vy w, por el teorema de Thales estas dividen en tres partes iguales

el segmento vw estdn dados por

v 2v w 2w . . . . .,
tanto avcomo aw, dando lugar a los vectores g, ?, —,— indicados en la figura a continuacién.

3




. 2v+w v+2w
Teniendo en cuenta la regla del paralelogramo para la suma, resulta P = 3 y O= 3

. . , . V4w
En el tridngulo uvw el baricentro G estd en el punto que separa al segmento de vértices u y 5 en

V
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O

la relacién 2 : 1, es decir, en uno de los puntos que dividen dicho segmento en tres partes iguales.
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Area signada

El paralelogramo de vértices 0, v, v + w, w:

tiene por drea a:
V] - ] - sen (o)

donde a es el dngulo comprendido entre los vectores vy w. Teniendo que el argumento de v - w es
precisamente oLy que el argumento de v w es 27 - o, escribimos la forma polar de estos nimeros:

Veow= lv| - |w| - (cos (o) + isen (av))
veow= lv| - |w| - (cos (o) - isen (av))

Restando miembro a miembro las identidades precedentes y operando, se tiene una expresion del
area del paralelogramo dada por:

V-w-—=Vv-'w

wl-sen ()=
w-sen (@) = =

Sin embargo, el miembro de la izquierda es simétrico respecto de vy w, mientras que el miembro de
la derecha, lejos de ser simétrico, es antisimétrico respecto de vy w. Esta expresién coincide con el
area siempre que el argumento de v sea menor o igual que el argumento de w; en el caso contrario,
la expresiéon da el valor del drea con signo negativo. En realidad, la expresion obtenida da el valor
de la llamada drea orientada o drea signada.

Si denotamos con [v, w] el drea del tridngulo de vértices 0, v, w, es decir:

;‘W—V‘W
vV Wwl=s———
[rw] =2

podemos expresar el area del triangulo uvw




[, ] + [y w] + [w; u]

donde [u, v] es el 4rea del triangulo Ouv, dado que el argumento de u es menor que el argumento
de v, también [v, w| es el drea del tridngulo Ovw y [w, u] es el drea de Owu pero con signo negativo,
dado que el argumento de w es mayor que el argumento de u.

La siguiente figura ilustra la situacién:

v v
w w
= + _
u u u
0 0 0

Una expresién andloga a la precedente es valida para cualquier poligono simple, es decir, poligonos
en los que el contorno no pasa dos veces por un mismo punto.

4

El drea del poligono de la figura
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puede calcularse como:
[, vI+ [y, W]+ [ xX] + [x y] + [ u]

En el caso del tridngulo uvw, el 4rea signada puede ser expresada ademds en la forma de un
determinante:

¢
\—
2
’a

75

[uv]+[v,w]+[w,u]= %det
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Colinealidad
De la férmula de drea precedente para el area de un tridngulo, se obtiene el siguiente criterio:

Los complejos u, v, w son colineales si, y solo si:

det

Ecuacidn de la recta

Recta por dos puntos

A partir de la expresién para el drea signada de un tridngulo, resulta claro que el lugar geométrico
de los puntos w tales que:

det

donde u # v es justamente la recta que pasa por u y v, dado que se trata de los puntos w tales que el
triangulo uvw tenga drea cero. La ecuacion precedente es la ecuacion implicita de la recta que pasa por

uyv. No es dificil ver que esta ecuacién también puede ponerse en la forma:

aw+aw+b=0
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donde a y b estan dados; ademads, a = 0 y b es un ndimero real.
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Observamos que los puntos de la forma:
w=A-u+(1-\)-v (LER)

son puntos de la recta que pasa por u y v, dado que verifican la ecuacién implicita de aquella. Por
otra parte, si w estd en la recta, existe un nimero real A tal que:

w—v=MAk:(u-v).

De la siguiente identidad:

escribiendo:

resulta:
Aut+t(1-N)-v=w
Se concluye que los puntos w de la recta que pasa por u y v pueden expresarse como:
w=Ah-u+(1-\)-v (LNER)

y esta ultima es la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por uyv.

Recta paralela

Si buscamos la recta paralela al segmento uv que pasa por un punto w, encontramos que esta for-
mada por los puntos x tales que:

N
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De este modo, estamos hablando de los puntos x tales que el tridngulo uvx tiene drea signada cons-
tante igual al drea signada del tridngulo uvw. Por las propiedades de determinantes, la ecuacién
precedente puede ponerse como:

Recta perpendicular

Si ahora se trata de la recta perpendicular al segmento uv que pasa por el punto w, consideramos
el segmento con vértices iu, iv que es justamente perpendicular a uv. Entonces, la ecuacién buscada
es:

wm v oX-w
Ciet: ﬁ; 7; X—-w = ()
1T 1 0

o, equivalentemente, por propiedades de determinantes:

det
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Ahora, si a la segunda fila de la matriz le sumamos la tercera fila multiplicada por u +v el determi-
nante no cambia y la ecuacién queda:

det

Mediatriz

Como caso especial, sumando el promedio de las columnas 1y 2 a la columna 3 de la matrizen la
igualdad precedente, tenemos la ecuacién de la mediatriz del segmento uv; esta es:

det

La funcién lineal y la conjugacién

Todos los movimientos del plano, o isometrias directas, pueden hacerse con operaciones de nu-
meros complejos, asi como también las similitudes directas. Para esto, es suficiente considerar las
funciones lineales:

Y NOTAS DF ZEOMETRIA &

ox)=a-x+f (a,pEC)
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conestetipo defunciones podemosrealizar,ademasdetraslaciones (.= 1), rotaciones (|0t| =1,B= 0)
y homotecias (a0 € R, § = 0). Todos los movimientos que se obtienen por combinacién de estas
transformaciones consideradas son llamados similitudes directas.

Por otra parte, las similitudes indirectas, como por ejemplo las reflexiones, son las transformacio-
nes que se pueden obtener con funciones de la forma:

ox)=a-x+p (a,pECQC)

Notemos que una reflexién particular, respecto del eje real, es la conjugacién. Componiendo las
similitudes directas con la conjugacién, obtenemos todas las similitudes indirectas.

Semejanza de poligonos

Consideremos un poligono convexo P con vértices v,, v,, ..., v.. Un poligono convexo Q es semejante a P
si, y solo si, existe una similitud que transforma P en Q. En particular, los vértices de O estaran dados por:

o(v,), o(v,), ..., o(v,).

Tridngulos equilateros

En virtud de lo establecido anteriormente, se tiene que el tridngulo uvw, orientado positivamente (en
sentido antihorario), es equilatero si, y solo si:

0 1 -C

donde C=cos (z?n)+isen (Z?ﬂ:), es decir:

w+C-u+C-v=0.
Si el tridngulo equildtero estuviera orientado negativamente, la condicién serfa:
w+C-u+C-v=0.

Si, al margen de la orientacién, solo quisiéramos saber si el tridngulo uvw es equilatero o no, en-
tonces el criterio seria:

W+C u+T-v) - w+T-u+C-v)=0

w+ v+ w? =uv+vw + wu.

Esta dltima identidad da una condicién necesaria y suficiente para que el tridngulo uvw sea equilatero.

Las transformaciones

A continuacién describimos las transformaciones del plano que con frecuencia se usan en la geo-
metria del mismo, en términos de operaciones de niimeros complejos.

Traslacion

La traslacién es la isometria mds simple y su expresién es de la forma:




wx) =x+p

donde 3 es un ndmero complejo dado.

Rotacion

La rotacién alrededor del punto p y dngulo 0 puede obtenerse como:
oX)=u-(x=p)+p=u-x+(1-w-p

Aqui u = cos (0) + isen (0). Los pasos dados son: trasladamos para que p quede en el origen y x en

x - p, rotamos x - p alrededor del origen barriendo un dngulo de amplitud 0 y obteniendo w - (x - p),

finalmente trasladamos para que el segmento de vértices 0, u - (x - p) se transforme en el segmento
de vértices p, w- (x-p) + p.

Reflexion

La reflexion respecto de la recta que pasa por uy v, u # v, se obtiene usando la conjugacién:

(x)= 2L L2 (x—u)+u=
lv—u| |v—u|

Vv—Uu — vu—-vu
—— X+ —=

v—u Vv—u

sobre el semieje de los nimeros reales positivos; conjugamos, luego giramos y trasladamos reali-
zando los movimientos inversos para retornar el segmento uv a su posicién original.

Proyeccidn ortogonal

Dado que la proyeccién ortogonal de un punto x sobre la recta que pasa por u y v es el promedio
entre x y la reflexién de x respecto de dicha recta, se tiene:

1 U=v — vi—vu
n(x)==|x+=—"x+ .
2 u-v u—v

Si la recta pasa por el origen, por ejemplo v = 0 se tiene:

y en este caso la proyeccién es:

La circunferencia unitaria

Como puede apreciarse, en la mayoria de las expresiones consideradas intervienen los nimeros
complejos y sus conjugados. Si estos nlimeros se toman en la circunferencia unitaria, en general,
estas expresiones tienen formas mas reducidas a partir de la identidad w = w', valida para los ele-
mentos de la circunferencia unitaria.
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Recta por uv
La ecuacién de la recta que pasa por la cuerda uv es:
Xtuv-x=utv.

En efecto, la ecuacién implicita de la recta que pasa por la cuerda uv es:

o bien operando:

es decir:

y desarrollando este determinante por la dltima columna se obtiene la ecuacién anunciada.
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Reflexion

WPIAD,

A,

Teniendo en cuenta que si |u| = |v| =1, entonces:

luego la reflexién respecto de la recta por la cuerda uv esta dada por:

T(X) = uv(x —u) +u=u+v-uv-x

Proyeccion
La proyeccién ortogonal mt(x) del niimero x sobre la recta que pasa por la cuerda uv estd dada por

el promedio entre x y su reflexién t(x), esto es:

:n:(x)=%(x+u+v—uvv_().

Cuerdas
La interseccién de las prolongaciones de las cuerdas ab y cd en la circunferencia unitaria es:

ab(c+d)+cd(a+b)
ab—cd '

En efecto, basta resolver el sistema:
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X+abx=a+b

X+cdx=c+d
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Recta tangente

La recta tangente a la circunferencia unitaria en el punto a4 es la recta perpendicular al segmento
Oa que pasa por a. Se tiene que su ecuacion esta dada por:

ax+ta-x=2.
Podemos ademas encontrar la interseccidn de dos rectas tangentes resolviendo el sistema:
a-x+a-x=2
b-x+b-x=2
para obtener:

_2(b-a) 2ab
ab—ab a+b

Ortocentro
El ortocentro del tridngulo abc inscripto en la circunferencia unitaria es:
a+b+c.

En efecto, teniendo en cuenta la ecuacién de la recta perpendicular al segmento ab que pasa por c:

det

Tomando x =a + b + ¢ se tiene:

a+b
a+b |=det
0

= 2(aa - bb) = 0

Del mismo modo se comprueba que g + b + c estd en las rectas perpendiculares a los segmentos bc
y ca que pasan por ay b respectivamente.
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Problemas propuestos

1. Dados a y b complejos no nulos, mostrar que las raices cua-
dradas de a - b estan sobre la bisectriz del angulo que forman
los vectores a y b.

2. Hallar una expresién para la distancia desde un punto v a la
recta de ecuacién aw +aw + b = 0.

3. Los niimeros 1 + 2iy -2 + 3i son vértices de un cuadrado.
Hallar los posibles vértices y centros del cuadrado.

4. Sean abc y abd dos triangulos equildteros, ¢ # d. Mostrar que
ctd=a+byquecd=a’-ab+0b’

5. Sean a, b, ¢ tres nimeros complejos unitarios tales que
a+b+c=0. Mostrar que el tridngulo abc es equilatero.

6. Mostrar que una condicién necesaria y suficiente para que
el triangulo abc sea equilatero es que:
1 1 1

+ +
a-b b-c c—-a

=0.

7 Descomponer el polinomio x° - 1 en tres factores polinomia-
les, siendo cada factor de grado tres.

8. Si los vértices de un triangulo y su circuncentro estdn en una
cuadricula, mostrar que el ortocentro del tridngulo también
estd en la cuadricula.

9.sSi a,a, ..,a son los vértices de un poligono regular inscrip-

to en la circunferencia unitaria, mostrar que:
2a.a,

i+l

ai + ai+1

son los vértices de un poligono regular. Aqui convenimos en
qued . =a.

10. Teorema de Pascal. Mostrar que, si un hexdgono puede ins-
cribirse en una circunferencia, los puntos en las interseccio-
nes de las prolongaciones de pares de lados opuestos estdn
alineados.
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